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❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡t❡❝t❡❞✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t ✐s str♦♥❣❧② s✉♣♣r❡ss❡❞✳ ❇② ♣✉tt✐♥❣ t♦❣❡t❤❡r t❤❡
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t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ ▲❙▼❖ ♦♥ t♦♣ ♦❢ ❇❚❖ s❤♦✇s ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝✱ t❤❡ ♦♥❡ ✇✐t❤ ❇❚❖ ♦♥ t♦♣ ♦❢
▲❙▼❖ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t str❛✐♥ st❛t❡s ♣r❡s❡♥t ✐♥
t❤❡ t✇♦ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♣r♦✈❡s t❤❛t t❤❡ ❞♦♣✐♥❣ ❧❡✈❡❧ x ✐♥ t❤❡ ▲❛✶✲①❙r①▼♥❖ ❧❛②❡r ✐s ✈❡r② ❝❧♦s❡
t♦ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✵✳✺✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❞❡♣t❤ ♣r♦✜❧❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜②
❳❘▼❙✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s r❡✈❡❛❧ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ ❛
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✽✳✷ ▼❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❛♥❞ ❢❡rr♦❡❧❡❝tr✐❝ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✻
✽✳✸ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❞❡♣t❤ ♣r♦✜❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✾
✾ ❙✉♠♠❛r②✱ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ❖✉t❧♦♦❦ ✾✼
❆✳ ❋✐t r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❳❘❘ ❛♥❞ P◆❘ ❞❛t❛ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✶✵✶
❇✳ ▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s ✶✶✸
❈✳ ❆❜❜r❡✈✐❛t✐♦♥s ✶✶✺
❉✳ P❤②s✐❝❛❧ ❈♦♥st❛♥ts ✶✶✼
❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤② ✶✶✾
❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣♠❡♥ts ✶✷✼
■❱
✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ❜✐❣ s❝✐❡♥t✐✜❝ ✐♥t❡r❡sts ✐♥ ♦♥❣♦✐♥❣ ❝♦♥❞❡♥s❡❞ ♠❛tt❡r r❡s❡❛r❝❤ ✐s t❤❡ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥✱ ❛♥❛❧✲
②s✐s ❛♥❞ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ str♦♥❣ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥ s②st❡♠s ✐♥ ❝♦♠♣❧❡① ♦①✐❞❡s ❬✸❪✳ ❚❤❡ ❡q✉✐✲
❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ t❤❡s❡ ❢❛s❝✐♥❛t✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧s ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥t❡r♣❧❛② ♦❢ ❧❛tt✐❝❡✱ ❝❤❛r❣❡✱ s♣✐♥ ❛♥❞
♦r❜✐t❛❧ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ ❤✉❣❡ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❡①tr❛♦r❞✐♥❛r② ♣r♦♣❡rt✐❡s ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞②
❜❡❡♥ ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ ✐♥ ♦①✐❞❡ ♠❛t❡r✐❛❧s s✉❝❤ ❛s s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ❬✹❪✱ t❤❡ ❝♦❧♦ss❛❧ ♠❛❣♥❡t♦r❡s✐st❛♥❝❡
✭❈▼❘✮ ❡✛❡❝t ❬✺❪ ♦r t❤❡ ♠✉❧t✐❢❡rr♦✐❝ ❡✛❡❝t ❬✻❪✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ♦✈❡r t❤❡ ❧❛st ❞❡❝❛❞❡s
✐♥ t❤✐♥ ✜❧♠ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❧✐❦❡ ❍✐❣❤ ❖①②❣❡♥ Pr❡ss✉r❡ ❙♣✉tt❡r ❉❡♣♦s✐t✐♦♥ ✭❍❙❉✮ ❬✼✱ ✽❪✱
P✉❧s❡❞ ▲❛s❡r ❉❡♣♦s✐t✐♦♥ ✭P▲❉✮ ❬✾❪ ❛♥❞ ❖①✐❞❡ ▼♦❧❡❝✉❧❛r ❇❡❛♠ ❊♣✐t❛①② ❬✶✵❪✱ ❤❡t❡r♦str✉❝t✉r❡s
♦❢ t✇♦ ♦r ♠♦r❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ✇✐t❤ ❛❧♠♦st ❛t♦♠✐❝❛❧❧② ✢❛t ✐♥t❡r❢❛❝❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s✐❣♥❡❞✳ ❚❤❡
❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ✐♥ ❛ t❤✐♥ ✜❧♠ s②st❡♠ ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ❡✈❡♥ ♠♦r❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛♥❞ ♥♦✈❡❧ ❡✛❡❝ts ❞✉❡ t♦
t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦♣❡rt✐❡s ✈✐❛ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♦r t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❧❛tt✐❝❡ str❛✐♥
♣r❡s❡♥t ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✲ ♦r ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤✳ ❚♦ ♦♥❧② ♥❛♠❡ ❛ ❢❡✇✱ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ❜❡✲
t✇❡❡♥ ✐♥s✉❧❛t✐♥❣ ❧❛②❡rs ❬✶✶❪✱ ♠❛❣♥❡t✐s♠ ❜❡t✇❡❡♥ ♥♦♥✲♠❛❣♥❡t✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s ❬✶✷❪ ♦r ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐s♠
❜❡t✇❡❡♥ ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♦①✐❞❡s ❬✶✸❪ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡❛❧✐③❡❞✳
❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ♣r♦♠✐♥❡♥t ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ✲ ♥♦t ♦♥❧② ✐♥ t❤✐♥ ✜❧♠s ✲ ✐s t❤❡ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡r❢❛❝❡
❜❡t✇❡❡♥ ❛♥ ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t ❛♥❞ ❛ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t ✇❤✐❝❤ ✐♥ ❛ ❧♦t ♦❢ ❝❛s❡s ❝❛✉s❡s ❛♥ ❊①❝❤❛♥❣❡ ❜✐❛s
✭❊❇✮ ❡✛❡❝t ✐♥ t❤❡ s②st❡♠✱ ✐✳❡✳ ❛ s❤✐❢t ♦❢ t❤❡ ❤②st❡r❡s✐s ❝✉r✈❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✜❡❧❞ ❛①✐s✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡
❊❇ ❡✛❡❝t ✐s ❦♥♦✇♥ ❢♦r ♠♦r❡ t❤❛♥ ✺✵ ②❡❛rs ❬✶✹❪✱ t❤❡r❡ ✐s st✐❧❧ ♥♦ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ❛❧❧
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❬✶✺✱✶✻❪✳ ❇✉t ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ t❤❡r❡ ✐s ♦♥❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ❢♦r t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡
♦❢ t❤❡ ❊❇✿ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♥❡❡❞s t♦ ❝♦♥t❛✐♥ ❛♥ ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ r❡❣✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥ ❝♦♥t❛❝t t♦ ❛ r❡❣✐♦♥
❤❛✈✐♥❣ ❛ ♥❡t ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t ✭❢❡rr♦✲ ♦r ❢❡rr✐♠❛❣♥❡t✮✳ ■t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ✈❡r② s✉r♣r✐s✐♥❣ t❤❛t ❛♥ ❊❇
❡✛❡❝t ❤❛s ❜❡❡♥ r❡♣♦rt❡❞ ❜② ❩❤✉ ❡t ❛❧ ❬✶✱✶✼✱✶✽❪ ✐♥ ♠✉❧t✐❧❛②❡rs ♦❢ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ▲❛✵✳✻✻❙r✵✳✸✸▼♥❖✸
❛♥❞ ♥♦♥✲♠❛❣♥❡t✐❝ ❙r❚✐❖✸✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛❥♦r ❣♦❛❧s ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝
str✉❝t✉r❡ ✐♥ ▲❛✵✳✻✻❙r✵✳✸✸▼♥❖✸ ❛rr❛♥❣❡❞ ✐♥ ❛ ❡♣✐t❛①✐❛❧ t❤✐♥ ✜❧♠ ✐♥ ❝♦♥t❛❝t ✇✐t❤ ❙r❚✐❖✸ ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡ ❊❇ ❡✛❡❝t ✐♥ t❤✐s s②st❡♠✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦t ♦♥❧② ♦❢ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❢r♦♠
t❤❡ s❝✐❡♥t✐✜❝ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ t♦ r❡✈❡❛❧ ❛♥♦t❤❡r ✉♥✉s✉❛❧ ❢❛❝❡t ♦❢ t❤❡ ❊❇ ❡✛❡❝t✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡
♥✉♠❡r♦✉s r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ✐♥ ♠❡t❛❧❧✐❝ s②st❡♠s✱ t❤❡ ✉s❛❣❡ ✐♥ ♦①✐❞❡ s②st❡♠s ❛❧s♦ ♦♣❡♥s ✉♣ ❛ ❧♦t ♠♦r❡
♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ ❊❇ ❡✛❡❝t ✇✐t❤ ♦t❤❡r ♦①✐❞❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ s✇✐t❝❤✐♥❣
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❞✐st✐♥❝t ❊❇ st❛t❡s ❜② r❡✈❡rs✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❇✐❋❡❖✸ ❤❛s ❛❧r❡❛❞②
❜❡❡♥ r❡❛❧✐③❡❞ ✐♥ ❇✐❋❡❖✸✴▲❛✵✳✻✻❙r✵✳✸✸▼♥❖✸ t❤✐♥ ✜❧♠s ❬✶✾❪✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❊❇
❡✛❡❝t ❢♦r ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡✈✐❝❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ♥❡❝❡ss✐t② ♦❢ ❛ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t✳
❚❤❡ ❥✉st ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❡✛❡❝t ✐♥ ❇✐❋❡❖✸✴▲❛✵✳✻✻❙r✵✳✸✸▼♥❖✸ ❜❡❧♦♥❣s t♦ ❛♥♦t❤❡r ✏❤♦t t♦♣✐❝✑
✐♥ ♦①✐❞❡ ❤❡t❡r♦str✉❝t✉r❡s✿ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ✐♥✢✉❡♥❝✐♥❣ ♦♥❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r ✐♥ t❤❡
s②st❡♠ ❜② ❛♥♦t❤❡r ♦♥❡✳ ❖❢ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥t❡r❡st ❢♦r ❢✉t✉r❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✇♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢
❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❜② s✇✐t❝❤✐♥❣ ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ♦♥❡ ♦❢
t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧s✿ s✉❝❤ ❛ ❞❡✈✐❝❡ ✲ ✐❢ r❡❧✐❛❜❧② ✇♦r❦✐♥❣ ✲ ❝♦✉❧❞ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✉❧t✐♠❛t❡❧② ❧❡❛❞ t♦ ❢❛st❡r
❛♥❞ ♠♦r❡ ❡♥❡r❣② ❡✣❝✐❡♥t ❘❛♥❞♦♠ ❆❝❝❡ss ▼❡♠♦r✐❡s ✭❘❆▼✮✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❡❧❡❝tr✐❝❛❧❧②
✇r✐tt❡♥ ❛♥❞ r❡❛❞ ✈✐❛ t❤❡ ❚▼❘ ❡✛❡❝t✳ ■t t❤✉s ✇♦✉❧❞ ❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ ❢❡rr♦❡❧❡❝tr✐❝ ❛♥❞
❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❘❆▼s✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♦♥❧② ✈❡r② r❛r❡ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧s ✭♠✉❧t✐❢❡r✲
r♦✐❝s✮✱ ✇❤✐❝❤ ❡①❤✐❜✐t ❜♦t❤ ❢❡rr♦❡❧❡❝tr✐❝ ❛♥❞ ✭❢❡rr♦✲✮♠❛❣♥❡t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❞✉❡ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ✜rst
✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ r❡q✉✐r❡s ❡♠♣t② ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♥♦♥✲❡♠♣t② d−♦r❜✐t❛❧s ❬✷✵❪✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣
✶
✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ t❤❡s❡ r❛r❡ ❜✉❧❦ ♠✉❧t✐❢❡rr♦✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s ✐s ✈❡r② ✇❡❛❦✳ ❆ ♣♦ss✐✲
❜❧❡ ✇❛② t♦ ❝✐r❝✉♠✈❡♥t t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ ✐s t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ ❛ ♣✉r❡ ❢❡rr♦❡❧❡❝tr✐❝ ✇✐t❤ ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐♥
♦r❞❡r t♦ ❝r❡❛t❡ ❛♥ ❛rt✐✜❝✐❛❧❧② ♠✉❧t✐❢❡rr♦✐❝ s②st❡♠ ✇✐t❤ ❛ str♦♥❣ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✈✐❛ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳
❘❡❝❡♥t❧②✱ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ s✉❝❤ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧②✳ ■♥ ♦♥❡
♦❢ t❤❡s❡ ✇♦r❦s✱ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ✐♥✢✉❡♥❝✐♥❣ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ▲❛✵✳✺❙r✵✳✺▼♥❖✸ ❛t t❤❡
✐♥t❡r❢❛❝❡ t♦ ❇❛❚✐❖✸ ✇❛s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② s✇✐t❝❤✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❇❛❚✐❖✸✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❤✐♥ ✜❧♠ s②st❡♠ ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s ▲❛✵✳✺❙r✵✳✺▼♥❖✸✴❇❛❚✐❖✸ ❤❡t❡r♦str✉❝t✉r❡s ✐♥
♦r❞❡r t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡✱ ✇❤❡t❤❡r ❛♥❞ t♦ ✇❤❛t ❡①t❡♥❞ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r♦❞✉❝❡❞
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②✳
❖✉t❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❞❞r❡ss t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ s❝✐❡♥t✐✜❝ q✉❡st✐♦♥s✱ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦
❝♦✈❡rs t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ ▲❛✵✳✻✻❙r✵✳✸✸▼♥❖✸✴❙r❚✐❖✸ ❛♥❞ ▲❛✵✳✺❙r✵✳✺▼♥❖✸✴❇❛❚✐❖✸ t❤✐♥ ✜❧♠ ❤❡t✲
❡r♦str✉❝t✉r❡s✳ ❚❤❡ ✇♦r❦ ♦♥ ❜♦t❤ s②st❡♠s ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥ t✇♦ ♠❛❥♦r ♣❛rts✿ ✜rst t❤❡ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥
❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤❡t❡r♦str✉❝t✉r❡s✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❣r♦✇♥ ❜② t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t
♠❡t❤♦❞s✱ ♥❛♠❡❧② ❍✐❣❤ ❖①②❣❡♥ Pr❡ss✉r❡ ❙♣✉tt❡r ❉❡♣♦s✐t✐♦♥✱ P✉❧s❡❞ ▲❛s❡r ❉❡♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❖①✐❞❡
▼♦❧❡❝✉❧❛r ❇❡❛♠ ❊♣✐t❛①②✳ ❚❤❡ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❤❛s ❜❡❡♥ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❜② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ t❤❡
str✉❝t✉r❛❧ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ❞✉r✐♥❣ ❛♥❞ ❛❢t❡r t❤❡ ❣r♦✇t❤✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠❛❥♦r ♣❛rt ✐s t❤❡
❞❡t❛✐❧❡❞ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❛♥❞ str✉❝t✉r❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♣r❡♣❛r❡❞ s❛♠♣❧❡s✳ ❇❡s✐❞❡s
t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ❜② ❱✐❜r❛t✐♥❣ ❙❛♠♣❧❡
▼❛❣♥❡t♦♠❡tr②✱ s♣❡❝✐❛❧ ❡♠♣❤❛s✐s ✐s ♣❧❛❝❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡s♦s❝♦♣✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡
s❛♠♣❧❡s✳ ❳✲r❛②✲❉✐✛r❛❝t✐♦♥✱ ❳✲r❛② ❘❡✢❡❝t♦♠❡tr②✱ P♦❧❛r✐③❡❞ ◆❡✉tr♦♥ ❘❡✢❡❝t♦♠❡tr② ❛♥❞ ❳✲r❛②
❘❡s♦♥❛♥t ▼❛❣♥❡t✐❝ ❙❝❛tt❡r✐♥❣ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♠❜✐♥❡❞ t♦ ❣❛✐♥ ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧
❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❞❡♣t❤ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ❤❡t❡r♦str✉❝t✉r❡ s②st❡♠s✳
❆ s❤♦rt ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❡t❛❧ ♦①✐❞❡s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❜✉❧❦ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧s
✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✷✳ ❆❢t❡r✇❛r❞s✱ t❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❛♥❛❧②③❡❞
❤❡t❡r♦str✉❝t✉r❡s ✐s str❡ss❡❞ ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✸✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥❛❧②s✐s
♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❛♥❞ ♠❡s♦s❝♦♣✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♦①✐❞❡ ❤❡t❡r♦str✉❝t✉r❡s ✐s ❞♦♥❡ ❜② ♠❡❛♥s
♦❢ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✱ t❤❡ ❜❛s✐❝ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ t❤❡♦r② ❢♦r t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥
t❤✐s ✇♦r❦ ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✹✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣❛rts ♦❢ t❤❡
♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ ✐s t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥✳ ❆❧❧ t❤r❡❡ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✱ t❤❡✐r ❞✐✛❡r❡♥❝❡s
❛♥❞ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✺✳ ❆❢t❡r ❛♥❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥✱ t❤❡ s❛♠♣❧❡s
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❛♥❞ ❛♥❛❧②③❡❞ ❜② s❡✈❡r❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞
t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥ts ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✻✳ ■♥ t❤❡ t✇♦ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♣t❡rs✱
t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss❡❞✳ ❈❤❛♣t❡r ✼ ❞❡❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥✱
❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ▲❛✵✳✻✻❙r✵✳✸✸▼♥❖✸✴❙r❚✐❖✸ ❤❡t❡r♦str✉❝t✉r❡s✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡
❞❛t❛ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts✱ ❛♥ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♦❝❝✉r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❊①❝❤❛♥❣❡ ❇✐❛s
❡✛❡❝t ✐♥ t❤✐s s②st❡♠ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✼✳✹✳ ■♥ ❛♥❛❧♦❣②✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ▲❛✵✳✺❙r✵✳✺▼♥❖✸✴❇❛❚✐❖✸
t❤✐♥ ✜❧♠ s②st❡♠ ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✽✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ❛ s✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ ❛♥❞
t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s✱ t❤❡ ✜♥❛❧ ❝❤❛♣t❡r ✇✐❧❧ ❣✐✈❡ ❛♥ ♦✉t❧♦♦❦ ❢♦r ❢✉t✉r❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳
✷
✷ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ▼❡t❛❧ ❖①✐❞❡s
❚❤❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ▼❡t❛❧ ❖①✐❞❡s ✭❚▼❖✮ ✐s ❢❛r t♦♦ ❜✐❣ ❛♥❞ ❞✐✈❡rs❡ t♦ ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❤❡r❡
❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✭❢♦r ❛ ❜r♦❛❞❡r ♦✈❡r✈✐❡✇ s❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❬✷✶❪✮✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ✐s tr✉❡ ❢♦r t❤❡ ❤✉❣❡ ✈❛r✐❡t②
♦❢ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ t❤❛t ♦❝❝✉r ✐♥ ❚▼❖✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ♦♥❧② t❤❡ ❜❛s✐❝ ❝♦♥❝❡♣ts
❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ ❚▼❖ r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r t❤✐s ✇♦r❦ ✇✐❧❧ ❜❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇
♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❚▼❖✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦①✐❞✐❝ ❤❡t❡r♦str✉❝t✉r❡s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞
✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳
❚▼❖ ❝❛♥ ❝r②st❛❧❧✐③❡ ✐♥ ♠❛♥② ❞✐✛❡r❡♥t ❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡s✳ ❚❤❡ ❚▼❖ ✉♥❞❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s
✇♦r❦ ❤❛✈❡ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❆❇❖✸✱ ✇❤❡r❡ ❆ ✐s ❡✐t❤❡r ❛♥ ❛❧❦❛❧✐♥❡ ❡❛rt❤ ♠❡t❛❧ ✭❙r ♦r ❇❛✮
♦r t❤❡ r❛r❡ ❡❛rt❤ ♠❡t❛❧ ▲❛ ❛♥❞ ❇ ❛ ❚▼❖ ✭❚✐ ♦r ▼♥✮✳ ❆ ✈❡r② ❝♦♠♠♦♥ ❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡ ❢♦r t❤✐s
t②♣❡ ♦❢ ❚▼❖ ✐s t❤❡ ♣❡r♦✈s❦✐t❡ str✉❝t✉r❡✱ ♥❛♠❡❞ ❛❢t❡r t❤❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞ ❈❛❚✐❖✸ ❬✷✷❪✳ ❆s ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡
✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡✜♥❡s t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❛♥❞
t❤❡r❡❜② ♠❡t❛❧❧✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❛♥② ❚▼❖✱ ✐s t❤❡ ♦①②❣❡♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❡t❛❧ ❛t♦♠✳
■♥ ♣❡r♦✈s❦✐t❡s t❤❡ ❚▼❖ ❛t♦♠ ✐s s✉rr♦✉♥❞❡❞ ❜② s✐① ♥❡❛r❡st ♦①②❣❡♥ ❛t♦♠s ❢♦r♠✐♥❣ ❛♥ ♦❝t❛❤❡❞r♦♥✳
■♥ t❤❡ ❤✐❣❤❡st s②♠♠❡tr✐❝ ❝❛s❡ t❤✐s ❇❖✸ ♦❝t❛❤❡❞r♦♥ ✐s r❡❣✉❧❛r ✇✐t❤ t❤❡ ♦①②❣❡♥ ❛t♦♠s ❧♦❝❛t❡❞
❛t t❤❡ ❝❡♥t❡rs ♦❢ t❤❡ s✐① ❢❛❝❡s ♦❢ ❛ ❝✉❜❡ ❝r❡❛t❡❞ ❜② ❡✐❣❤t ❆ ❛t♦♠s ✭✜❣✉r❡ ✷✳✶✮✳ ❆s t❤❡ ❆ s✐t❡
❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s str✉❝t✉r❡ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ❇ s✐t❡ ❝❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❆ s✐t❡ ❝❛t✐♦♥ ✉s✉❛❧❧② ❤❛s
t❤❡ s❛♠❡ ♦r ❛ ❧♦✇❡r ♦①②❞❛t✐♦♥ st❛t❡✳ ❲✐t❤ ♦①②❣❡♥ ❛❧✇❛②s ❜❡✐♥❣ ❖✷✲ ✐♥ ❛❧❧ ❚▼❖ t❤✐s st✐❧❧ ❧❡❛✈❡s
❛ ❜r♦❛❞ r❛♥❣❡ ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ✈❛❧❡♥❝✐❡s ❢♦r t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❡t❛❧ ✐♦♥✿ ♥♦t ♦♥❧② ❝❛♥ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s
❆✸✰❇✸✰✭❖✷✲✮✸✱ ❆✷✰❇✹✰✭❖✷✲✮✸ ❛♥❞ ❆✰❇✺✰✭❖✷✲✮✸ ❜❡ r❡❛❧✐③❡❞✱ ❜② ❞♦♣✐♥❣ t❤❡ ❆ s✐t❡ ❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛
❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❛❧ ❛❧s♦ ♠✐①❡❞ ✈❛❧❡♥❝✐❡s ❢♦r t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❡t❛❧ ✐♦♥ ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✭❡✳❣✳ ▲❛✶✲①❙r①▼♥❖✸
✇✐t❤ ① r❛♥❣✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ✵ ❛♥❞ ✶✮
❆ r♦✉❣❤ ❡st✐♠❛t❡ ✇❤❡t❤❡r ♦r ♥♦t ❛ ABO3 ❚▼❖ ❝r②st❛❧❧✐③❡s ✐♥ t❤❡ ♣❡r♦✈s❦✐t❡ str✉❝t✉r❡ ❝❛♥ ❜❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❢♦✉♥❞ t♦❧❡r❛♥❝❡ ❢❛❝t♦r t ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ●♦❧❞s❝❤♠✐❞t ❬✷✸❪
t =
RA +RO√
2(RB +RO)
✭✷✳✶✮
✇❤❡r❡ RA✱RB ❛♥❞ RO ❛r❡ t❤❡ ✐♦♥✐❝ r❛❞✐✐ ♦❢ ❛t♦♠s ❆✱❇ ❛♥❞ ❖✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ♣❡r♦✈s❦✐t❡
str✉❝t✉r❡ ✐s st❛❜❧❡ ❢♦r t♦❧❡r❛♥❝❡ ❢❛❝t♦rs ❜❡t✇❡❡♥ ✵✳✼✽ ❛♥❞ ✶✳✵✺✱ ❜✉t ♦♥❧② ❢♦r ✈❛❧✉❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✵✳✽✶
❛♥❞ ✶ t❤❡ ❝✉❜✐❝ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ✇✐t❤ s♣❛❝❡ ❣r♦✉♣ Pm3m ✐s ❢♦r♠❡❞✳ ❋♦r ❜✐❣❣❡r ✈❛❧✉❡s t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥
♠❡t❛❧ ❛t♦♠ ✐s t♦♦ s♠❛❧❧ ❢♦r t❤❡ ♦❝t❛❤❡❞r❛ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ♣♦ss✐❜❧❡ s❤✐❢ts ♦❢ t❤❡ ❛t♦♠ ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡
❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ♦❝t❛❤❡❞r♦♥✳ ❇② t❤✐s ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♠✐❣❤t ❜❡ ❝r❡❛t❡❞✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❞✐st♦rt✐♦♥s
♦❢ t❤❡ ❝✉❜✐❝ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ✭✜❣✉r❡ ✷✳✶❜✮✳ ■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ s♣♦♥t❛♥❡♦✉s ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✱
✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ s✇✐t❝❤❡❞ ❜② ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✱ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❢❡rr♦❡❧❡❝tr✐❝✳ ❊①❛♠♣❧❡s ❛r❡
❇❛❚✐❖✸ ♦r str❛✐♥❡❞ ❙r❚✐❖✸ ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✮✳ ❋♦r t < 0.81 t❤❡ ❆ ❛t♦♠s ❛r❡ t♦♦ s♠❛❧❧ t♦ ✜❧❧
t❤❡ s♣❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦①②❣❡♥ ♦❝t❛❤❡❞r❛✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t t❤❡ ♦❝t❛❤❡❞r❛ ❝❛♥ t✐❧t ✐♥ ✈❛r✐♦✉s ✇❛②s t♦
♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ s♣❛❝✐♥❣s t♦ t❤❡ ❆ ❛t♦♠s✱ ✇❤✐❝❤ ♦❢t❡♥ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞
✉♥✐t ❝❡❧❧s ✭✜❣✉r❡ ✷✳✶❝✮✳ ❆ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ str✉❝t✉r❡s ❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♦❢
t❤❡ ♦❝t❛❤❡❞r❛ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❬✷✹❪✳
✸
✷ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ▼❡t❛❧ ❖①✐❞❡s
  
a)
b)
c)
a
c
b
a
c
b
a
c
b
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✿ ❉✐✛❡r❡♥t ✉♥✐t ❝❡❧❧s ❢♦r t❤❡ ♣❡r♦✈s❦✐t❡ str✉❝t✉r❡✳ ❛✮ ❝✉❜✐❝✱ ❜✮ t❡tr❛❣♦♥❛❧✿ t❤❡ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ✐s
❡❧♦♥❣❛t❡❞ ❛❧♦♥❣ ~c✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❛t♦♠ ✐s s❤✐❢t❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❝✮ r❤♦♠❜♦❤❡❞r❛❧ ✉♥✐t
❝❡❧❧ ❞✉❡ t♦ t✐❧t✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♦①②❣❡♥ ♦❝t❛❤❡❞r❛
✷✳✶ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝ ❙tr✉❝t✉r❡ ♦❢ P❡r♦✈s❦✐t❡s✿ ❈r②st❛❧ ❋✐❡❧❞ ❙♣❧✐tt✐♥❣
❚❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❚▼❖ ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ t♦ ❛ ❜✐❣ ❡①t❡♥❞ ❜② t❤❡ d ❡❧❡❝tr♦♥s ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥
♠❡t❛❧ ✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ♦❝t❛❤❡❞r❛❧ ♦①②❣❡♥ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣✱ t❤❡s❡ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s s♣❧✐t ✐♥ t✇♦ ❣r♦✉♣s ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ r❡♣✉❧s✐♦♥ ✭❈r②st❛❧ ❋✐❡❧❞ ❙♣❧✐tt✐♥❣ ✭❈❋❙✮✱ ✜❣✉r❡ ✷✳✷✮✿ t✇♦ ♦❢ ✜✈❡ d
♦r❜✐t❛❧s ❛r❡ ♣♦✐♥t✐♥❣ t♦✇❛r❞s ♦①②❣❡♥ ✐♦♥s ✭dx2−y2 ❛♥❞ d3z2−r2✮ ❛♥❞ t❤✉s s❤✐❢t t♦ ❛ ❤✐❣❤❡r ❡♥❡r❣②
t❤❛♥ t❤❡ ♦t❤❡r t❤r❡❡✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♣♦✐♥t✐♥❣ ✐♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ❝❤❛r❣❡❞ ❧✐❣❛♥❞s ✭dxy✱ dzx ❛♥❞
dyz✮✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ t2g ❛♥❞ eg ♦r❜✐t❛❧s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛♥❞ ❛r❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ❛♥
❡♥❡r❣② ❣❛♣ 10D✶✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛♥ ✐♠❛❣✐♥❛r② ❡q✉❛❧❧②
❞✐str✐❜✉t❡❞ ♦①②❣❡♥ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣✱ t❤❡ eg ♦r❜✐t❛❧s ❛r❡ s❤✐❢t❡❞ ✉♣✇❛r❞s ❜② 3510D ❛♥❞ t❤❡ t2g ❧❡✈❡❧s
❞♦✇♥✇❛r❞s ❜② 2510D✳ ❚❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❣❛♣ 10D ✐s ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
❚▼❖ ✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♦①②❣❡♥ ❧✐❣❛♥❞s✳ ❚❤❡ s♠❛❧❧❡r t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✐s✱ t❤❡ ❜✐❣❣❡r ❣❡ts t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣ ♦❢ t❤❡
eg ♦r❜✐t❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ ♦①②❣❡♥s p ♦r❜✐t❛❧s✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ❜✐❣❣❡r 10D ❜❡❝♦♠❡s✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ 10D ✐s
✐♠♣♦rt❛♥t✱ ✐❢ t❤❡ ❚▼❖ ✐♦♥ ♣♦ss❡s❡s ♠♦r❡ t❤❛♥ t❤r❡❡ d ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✐t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡
❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝r②st❛❧ ✜❡❧❞ s♣❧✐tt✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❡♥❡r❣② JH ✱ ✇❤✐❝❤ ❢❛✈♦rs t❤❡
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♠❛①✐♠❛❧ s♣✐♥ ✭❍✉♥❞✬s ✜rst r✉❧❡✮✱ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❢♦✉rt❤ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐s ✜❧❧❡❞ ✐♥ t❤❡
t2g ✭10D > JH ✱ ✏❧♦✇✲s♣✐♥✏ st❛t❡✮ ♦r eg ♦r❜✐t❛❧ ✭10D < JH ✱ ✑❤✐❣❤✲s♣✐♥✏ st❛t❡✮✳
❇❡s✐❞❡s t❤❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s✱ t❤❡ ❝r②st❛❧ ✜❡❧❞ ❤❛s ❛♥♦t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡
t♦t❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❡t❛❧ ✐♦♥✿ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ♦r❜✐t❛❧ ♠♦♠❡♥t L
♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❡t❛❧ ✐♦♥ ✈❛♥✐s❤❡s ✐♥ ❛ ❝r②st❛❧ ✜❡❧❞ ♦❢ ❧♦✇ ❡♥♦✉❣❤ s②♠♠❡tr② ✭q✉❡♥❝❤✐♥❣ ♦❢ t❤❡
✶■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t✱ t❤❛t t❤❡ ✐s ❈❋❙ ✐s ❤✐❣❤❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ❚▼❖ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳
❊✳❣✳ ✐♥ ❛ t❡tr❛❤❡❞r❛❧ ♦①②❣❡♥ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ♦♥❡ ✜♥❞s ❡①❛❝t❧② t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ s✐t✉❛t✐♦♥✿ ❍❡r❡ t❤❡ eg ♦r❜✐t❛❧s ❛r❡
❡♥❡r❣❡t✐❝❛❧❧② ♠♦r❡ ❢❛✈♦✉r❛❜❧❡ t❤❛♥ t❤❡ t2g ❧❡✈❡❧s✳
✹
✷✳✶ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝ ❙tr✉❝t✉r❡ ♦❢ P❡r♦✈s❦✐t❡s✿ ❈r②st❛❧ ❋✐❡❧❞ ❙♣❧✐tt✐♥❣
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✿ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦❝t❛❤❡❞r❛❧ ❝♦♦r❞✐❛♥t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❡t❛❧ ✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡♥❡r❣②
❧❡✈❡❧s ✐♥ ❛ ❧♦❝❛❧ ♣✐❝t✉r❡
♦r❜✐t❛❧ ♠♦♠❡♥t✮ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ t♦t❛❧ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠♦♠❡♥t µeff ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✐♥ ♠♦st ❝❛s❡s s✐♠♣❧② ❜②
t❤❡ s♣✐♥ ♠♦♠❡♥t S✿
µeff = 2µB
√
S(S + 1) ✭✷✳✷✮
❚❤✐s ❜❡❝♦♠❡s ❝❧❡❛r ❜② ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ ♦♣❡r❛t♦r✱ ❡✳❣✳
Lz✿
Lz =
~
i
(
x
∂
∂y
− y ∂
∂x
)
✭✷✳✸✮
❋♦r ❛ r❡❛❧ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇s✱ t❤❛t 〈Ψ|Lz|Ψ〉 ✇✐❧❧ ❜❡ ♣✉r❡❧② ✐♠❛❣✐♥❛r②✳ ❚❤✐s ✐s ✐♥ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥
t♦ t❤❡ ❢❛❝t✱ t❤❛t Lz ✐s ❛ ❤❡r♠✐t✐❛♥ ♦♣❡r❛t♦r✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ r❡❛❧✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ ♦♥❧②
♣♦ss✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐s
〈Ψ|Lz|Ψ〉 = 〈Ψ|Lx|Ψ〉 = 〈Ψ|Ly|Ψ〉 = 0 ✭✷✳✹✮
■t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ ❜② ❣r♦✉♣ t❤❡♦r② ❬✷✺❪ t❤❛t ❢♦r ❛ ❧♦t ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ d ♦r❜✐t❛❧s
✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ▼♥✸✰ Ψ ✐s r❡❛❧ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ q✉❡♥❝❤❡❞ ♦r❜✐t❛❧ ♠♦♠❡♥t L✳
❆s ❢❛r ❛s ✇❡ ❤❛✈❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ t❤❡ ❝r②st❛❧ ✜❡❧❞ s♣❧✐tt✐♥❣ ✐♥ ♣❡r♦✈s❦✐t❡s ✐t ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❝❧❡❛r✱ ✇❤✐❝❤
♦❢ t❤❡ t✇♦ st✐❧❧ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ♦r❜✐t❛❧s ♦❢ t❤❡ eg ❧❡✈❡❧ t❤❡ ❢♦✉rt❤ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐♥ ▼♥✸✰ ✇♦✉❧❞ ♦❝❝✉♣②✳ ❇✉t
✐s ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ✶✾✸✵s ❜② ❏❛❤♥ ❛♥❞ ❚❡❧❧❡r✱ t❤❛t ✏t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥②
♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣♦❧②❛t♦♠✐❝ s②st❡♠ ✐♥ ❛ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st❛t❡ ✐s ✉♥st❛❜❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♥✉❝❧❡❛r
❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts t❤❛t ❧♦✇❡r t❤❡ s②♠♠❡tr② ❛♥❞ r❡♠♦✈❡ t❤❡ ❞❡❣❡♥❡r❛❝②✑ ✭❏❛❤♥✲t❡❧❧❡r✲❚❤❡♦r❡♠ ❬✷✻❪✮✳
❲❤② t❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ❡♥❡r❣❡t✐❝❛❧❧② ❢❛✈♦✉r❛❜❧❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❡①❡♠♣❧❛r② ✐♥ t❤❡
❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ▼♥✸✰ ✐♦♥ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ ❛♥ ♦①②❣❡♥ ♦❝t❛❤❡❞r♦♥✿ ❛ss✉♠✐♥❣✱ t❤❛t t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ♦❝❝✉♣✐❡s t❤❡
d3z2−r2 ♦r❜✐t❛❧✱ ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ❡①♣❡❝t t❤❛t ✐t ♣✉s❤❡s ❛✇❛② t❤❡ t✇♦ ♦①②❣❡♥ ❛♥✐♦♥s ❝❧♦s❡st t♦ t❤❡ d3z2−r2
♦r❜✐t❛❧ ❞✉❡ t♦ ❈♦✉❧♦♠❜ r❡♣✉❧s✐♦♥✳ ❇② ❞♦✐♥❣ t❤✐s✱ ❛ t❡tr❛❣♦♥❛❧ ❞✐st♦rt❡❞ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❇✉t
✐♥ t❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥ t❤❡ t✇♦ eg ♦r❜✐t❛❧s ❛r❡ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❞❡❣❡♥❡r❛t❡✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ♥♦✇ ❜✐❣❣❡r ❞✐st❛♥❝❡
✺
✷ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ▼❡t❛❧ ❖①✐❞❡s
t♦ t❤❡ ♦①②❣❡♥ ❛♥♦✐♥s ✐♥ t❤❡ d3z2−r2 ♦r❜✐t❛❧✱ t❤❡ dx2−y2 ✐s ❧✐❢t❡❞ ✐♥ ❡♥❡r❣② ✭✜❣✉r❡ ✷✳✷✮✳ ❙✐♥❝❡
❡✈❡r② ♦①②❣❡♥ ❛t♦♠ ✐s ♣❛rt ♦❢ t✇♦ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ♦❝t❛❤❡❞r❛✱ t❤❡s❡ ❞✐st♦rt✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
❢♦r ❡✈❡r② s✐♥❣❧❡ ✉♥✐t ❝❡❧❧✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤✐s ♦❢t❡♥ ❧❡❛❞s t♦ r❡❣✉❧❛r ♣❛tt❡r♥s ✐♥ t❤❡ ❝r②st❛❧ r❡s✉❧t✐♥❣
❡✳❣✳ ✐♥ ✏❢❡rr♦✲♦r❜✐t❛❧✑ ✭✐♥ ❛❧❧ ✉♥✐t ❝❡❧❧s t❤❡ eg ❡❧❡❝tr♦♥ ♦❝❝✉♣✐❡s t❤❡ s❛♠❡ ♦r❜✐t❛❧✮ ♦r ✏❛♥t✐❢❡rr♦✲
♦r❜✐t❛❧✑ str✉❝t✉r❡s✳ ❚❤❡s❡ r❡✲❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ✭❞②♥❛♠✐❝ ❏❛❤♥✲❚❡❧❧❡r✲❊✛❡❝t✮✳ ■♥
t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ♠✐❣❤t ❜❡ ✉♥❞✐st♦rt❡❞ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡✳ ❯s✉❛❧❧② t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❞✐st♦rt✐♦♥s ❛r❡ ❛
❧♦❝❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❛t ❤✐❣❤❡r t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✱ ✇❤❡r❡❛s ❜❡❧♦✇ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♦r❞❡r✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❚JT
❧♦♥❣ r❛♥❣❡ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❞✐st♦rt✐♦♥s ♠✐❣❤t ❜❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ✭❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❏❛❤♥✲❚❡❧❧❡r✲❊✛❡❝t✮✳
❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ✐t ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ♦✉t❧✐♥❡❞ ❤❡r❡ ✐♥ ❞❡t❛✐❧✱ ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ♠❡♥t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛
❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ str✉❝t✉r❡ ✐♥ ❝r②st❛❧ ✜❡❧❞s ❝❛♥ ❜❡ ✈❡r② ✇❡❧❧
❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ❈r②st❛❧ ❋✐❡❧❞ ❚❤❡♦r② ✭❈❋❚✮✳ ❚❤❡ ❈❋❚ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ s②st❡♠ ❛s
❛ ❝❡♥tr❛❧ ❛t♦♠ s✉rr♦✉♥❞❡❞ ❜② ✭♣♦✐♥t❧✐❦❡✮ ❧✐❣❛♥❞s ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ■t ✐s ❛ q✉✐t❡ s✐♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱ ❜✉t ❛ ♣♦✇❡r❢✉❧ t♦♦❧ ✐♥ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡
❝r②st❛❧ ✜❡❧❞ ❡✛❡❝ts ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳ ▼♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t ❛ ❣r♦✉♣ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢
t❤❡ ❝r②st❛❧ ✜❡❧❞ s♣❧✐tt✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❬✷✼❪✳
✷✳✷ ❋❡rr♦❡❧❡❝tr✐❝✐t② ✐♥ ❙r❚✐❖✸ ❛♥❞ ❇❛❚✐❖✸
❙❤✐❢t✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❡t❛❧ ❛t♦♠ ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ♦❝t❛❤❡❞r❛ ❝r❡❛t❡s ❛ ♥❡t ❡❧❡❝tr✐❝
♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ ■❢ s✉❝❤ ❛ s❤✐❢t✐♥❣ ♦❝❝✉rs ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡❧② t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐♥ ♥❡✐❣❤❜♦✉r✐♥❣ ✉♥✐t
❝❡❧❧s✱ t❤❡ ❚▼❖ ❡①❤✐❜✐ts ❛ s♣♦♥t❛♥❡♦✉s ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✭❋❡rr♦❡❧❡❝tr✐❝✐t②✮✳ ■t ✐s
❛❧r❡❛❞② ❦♥♦✇♥ ❢♦r ❛ ❧♦♥❣ t✐♠❡ t❤❛t ❢❡rr♦❡❧❡❝tr✐❝✐t② ✐s ❢❛✈♦✉r❡❞ ✐♥ ❚▼❖ ✇✐t❤ ❡♠♣t② d ♦r❜✐t❛❧s
✭✏❞✵✲♥❡ss✑✮ ❬✷✵❪✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ✐s t❤❛t s❤✐❢t✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❡t❛❧ ✐♦♥ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❝♦sts ❡♥❡r❣② ❞✉❡ t♦
t❤❡ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ❈♦✉❧♦♠❜ r❡♣✉❧s✐♦♥✳ ❍❡♥❝❡ ❛ s❤✐❢t✐♥❣ ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ❢❛✈♦✉r❛❜❧❡✱ ✐❢ t❤✐s ❡♥❡r❣② ❝♦st
✐s ❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❤②❜r✐❞✐③❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❣❛✐♥❡❞ ❞✉❡ t♦ str♦♥❣❡r ♦✈❡r❧❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦①②❣❡♥
2p ❛♥❞ ❚▼❖ d ♦r❜✐t❛❧s✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❣❛✐♥ ✐♥ ❤②❜r✐❞✐③❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ✐s ♠❛①✐♠❛❧ ❢♦r
❡♠♣t② d st❛t❡s ❬✷✽✕✸✵❪✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ❢✉❧✜❧❧✐♥❣ t❤❡ ✏❞✵✲♥❡ss✑ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ❙r❚✐❖✸ ✭❙❚❖✮ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡
❢❡✇ ❡①❛♠♣❧❡s ❢♦r ❛ ❚▼❖ t❤❛t ❡①❤✐❜✐ts t❤❡ ✉♥❞✐st♦rt❡t ❝✉❜✐❝ str✉❝t✉r❡ ❛t r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✇✐t❤
❛ ❧❛tt✐❝❡ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ ✸✳✾✵✺➴✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❡♠♣t② d ♦r❜✐t❛❧s✱ ❙❚❖ ✐s ❛♥ ✐♥s✉❧❛t✐♥❣ ♥♦♥✲♠❛❣♥❡t✐❝
❚▼❖✳ ■♥ t❤❡ ✉♥str❛✐♥❡❞ ❜✉❧❦ st❛t❡ ✐t ❞♦❡s ♥♦t s❤♦✇ ❢❡rr♦❡❧❡❝tr✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❛t ❛♥② t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱
❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ❧❛r❣❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦♥st❛♥ts ❛t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s r❡✈❡❛❧ ❛ ♣♦❧❛r ✐♥st❛❜✐❧✐t② ❬✸✶✱✸✷❪✳ ❙❚❖
✉♥❞❡r❣♦❡s t✇♦ str✉❝t✉r❛❧ ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛t ❧♦✇❡r t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❞✉❡ t♦ t✐❧t✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♦①②❣❡♥
♦❝t❛❤❡❞r❛✿ ❜❡❧♦✇ ✶✵✺❑ ❛ t❡tr❛❣♦♥❛❧ I4/mcm ✐s ❢♦r♠❡❞ ❜② ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐♥❣ t✐❧t ♦❢ t❤❡ ♦①②❣❡♥
♦❝t❛❤❡❞r❛ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ t❡tr❛❣♦♥❛❧ ❛①✐s ✭✏❛♥t✐❢❡rr♦❞✐st♦rt✐✈❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✑ ✭❆❋❉✮✮ ❬✸✸✱ ✸✹❪✳ ❚❤❡r❡ ✐s
t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ t❤❛t t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s t❡tr❛❣♦♥❛❧ ♣❤❛s❡ ♣r❡✈❡♥ts ❛ ❢❡rr♦❡❧❡❝tr✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥
❬✸✺✕✸✼❪✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ t❡tr❛❣♦♥❛❧ ♣❤❛s❡ ✐s t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ♣r❡❞✐❝t❡❞ t♦ ♦❝❝✉r ❛r♦✉♥❞ ✸✵❑ ❬✸✽❪✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ ✐t ✐s s✉❣❣❡st❡❞✱ t❤❛t q✉❛♥t✉♠ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s s✉♣♣r❡ss t❤❡ ❢❡rr♦❡❧❡❝tr✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡✈❡♥
str♦♥❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ❆❋❉ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❬✸✷✱✸✽✱✸✾❪✳ ❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛❧s♦ s❤♦✇✱ t❤❛t t❤❡ ❆❋❉ tr❛♥s✐t✐♦♥
t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❤✐❣❤❡r ✇✐t❤♦✉t t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✳
❉✉❡ t♦ t❤❡ str♦♥❣ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♣♦❧❛r ❞✐st♦rt✐♦♥s✱ ❙❚❖ ❝❛♥ ❜❡ q✉✐t❡ ❡❛s✐❧② ❢♦r❝❡❞
t♦ ❜❡❝♦♠❡ ❢❡rr♦❡❧❡❝tr✐❝ ❜② ❣r♦✇✐♥❣ ✐t ❛s ❛ str❛✐♥❡❞ t❤✐♥ ✜❧♠ ❛♥❞ ❛ ✈❡r② r✐❝❤ str❛✐♥✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡
♣❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠ ✇✐t❤ s❡✈❡r❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t ❢❡rr♦❡❧❡❝tr✐❝ ♣❤❛s❡s ❤❛s ❜❡❡♥ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❬✸✼✱✹✵❪✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡
tr❛♥s✐t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✇❛s ❢♦✉♥❞ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ str❛✐♥✱ ❙❚❖ ❝❛♥ ❡✈❡♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ❢❡rr♦❡❧❡❝tr✐❝ ❛t
r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✇❤❡♥ ❣r♦✇♥ ♦♥ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ s✉❜str❛t❡ ❬✹✵❪✳ ❆♥♦t❤❡r ♣r♦♦❢ ❢♦r t❤❡ str♦♥❣
♣♦❧❛r ✐♥st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❙❚❖ ✇❛s t❤❡ ❞✐s❝♦✈❡r② ♦❢ ❢❡rr♦❡❧❡❝tr✐❝✐t② ✐♥ ❙❚❖ ❜❡❧♦✇ ✷✸❑✱ ✇❤❡♥ ✶✻❖ ✐s
❡①❝❤❛♥❣❡❞ ❜② ✶✽❖ ❬✹✶❪✳
❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❢❡rr♦❡❧❡❝tr✐❝✐t② ♦❢ ❙❚❖ st✐❧❧ ✐s ♦❢ ❜✐❣ s❝✐❡♥t✐✜❝ ✐♥t❡r❡st✱ ✐t ✐s ♥♦t ♣❛rt ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✳
❍❡r❡ ❙❚❖ ✐s ✉s❡❞ ❛s ❛ s✉❜str❛t❡ ❢♦r ❜♦t❤ ❤❡t❡r♦str✉❝t✉r❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r❡♣❛r❡❞ ❛♥❞ ❛♥❛❧✲
✻
✷✳✸ ❖r❞❡r✐♥❣ P❤❡♥♦♠❡♥❛ ✐♥ ▲❛✶✲①❙r①▼♥❖✸
②s❡❞✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡♣♦s✐t❡❞ ❛s ❛ ❝❛♣ ❧❛②❡r ♦♥ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ▲❛✵✳✻✻❙r✵✳✸✸▼♥❖✸ s✐♥❣❧❡ ❧❛②✲
❡rs t♦ ❢♦r♠ ❛ ▲❛✵✳✻✻❙r✵✳✸✸▼♥❖✸✴❙r❚✐❖✸ ❜✐❧❛②❡r✳ ❋♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ s②st❡♠ ✭▲❛✵✳✺❙r✵✳✺▼♥❖✸✴❇❛❚✐❖✸✮✱
❝♦♥❞✉❝t✐✈❡ ◆❜ ❞♦♣❡❞ ❙❚❖ s✉❜str❛t❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦ ❤❛✈❡ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ✉s❡ ✐t ❛s ❛ ❜♦tt♦♠
❡❧❡❝tr♦❞❡ ❢♦r ❛♣♣❧②✐♥❣ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞s t♦ t❤❡ ❇❛❚✐❖✸ ❧❛②❡r✳
❇❛❚✐❖✸ ✭❇❚❖✮ ✐♥ ♠❛♥② ✇❛②s ❜❡❤❛✈❡s ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦ ❙❚❖✱ ❜✉t t❤❡r❡ ❛r❡ s♦♠❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞✐❢✲
❢❡r❡♥❝❡s✳ ❆t ❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✱ ❛❜♦✈❡ ✹✵✵❑✱ ❇❚❖ ❛❧s♦ ❢❡❛t✉r❡s t❤❡ ✉♥❞✐st♦rt❡t ❝✉❜✐❝ ✉♥✐t ❝❡❧❧✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❙❚❖ ✐t ❤❛s ❛ ❜✐❣❣❡r ❧❛tt✐❝❡ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ ✹✳✵✶➴✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐✲
❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❧✐❦❡ ❢♦r ❙❚❖ ♣r❡❞✐❝t q✉❛♥t✉♠ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✱ ❢♦r ❇❚❖ t❤❡② ❛r❡ ♥♦t
str♦♥❣ ❡♥♦✉❣❤ t♦ s✉♣♣r❡ss t❤❡ ❢❡rr♦❡❧❡❝tr✐❝✐t②✿ ❜✉❧❦ ❇❚❖ ❜❡❝♦♠❡s t❡tr❛❣♦♥❛❧ ❜❡❧♦✇ ✹✵✵❑✱ ❜✉t
✐♥ ❝♦♥tr❛r② t♦ ❙❚❖ ♥♦t ❜② r♦t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦①②❣❡♥ ♦❝t❛❤❡❞r❛✳ ❍❡r❡ ❛ ❞✐s♣❧❛❝✐✈❡ str✉❝t✉r❛❧ ♣❤❛s❡
tr❛♥s✐t✐♦♥ t❛❦❡s ♣❧❛❝❡✱ ✇❤❡r❡ ❇❛ ❛♥❞ ❚✐ ✐♦♥s ❛r❡ s❤✐❢t❡❞ ✐♥ ♦♥❡ ❧❛tt✐❝❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
t❤❡ ♦①②❣❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥s ✭✜❣✉r❡ ✷✳✶✮✳ ❇② t❤✐s t❤❡ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ❜❡❝♦♠❡s ❡❧♦♥❣❛t❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ s❤✐❢t ♦❢ t❤❡ ❛t♦♠s ❛♥❞ ❛ ❢❡rr♦❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐s ❝r❡❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❆t ❧♦✇❡r
t❡♠♣❡r❛t✉r❡s t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❢✉rt❤❡r tr❛♥s✐t✐♦♥s✱ ✜rst t♦ ❛♥ ♦rt❤♦r❤♦♠❜✐❝✱ t❤❡♥ t♦ ❛ r❤♦♠❜♦❤❡✲
❞r❛❧ str✉❝t✉r❡✳ ■♥ t❤♦s❡ t✇♦ ♣❤❛s❡s t❤❡ ❚✐ ✐♦♥s ❛r❡ s❤✐❢t❡❞ ❛❧♦♥❣ ❛ ✭✵✶✶✮ ❛♥❞ ✭✶✶✶✮ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❝❛✉s✐♥❣ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ t♦ ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ❆ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ t♦
❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❇❚❖ ❜✉❧❦ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✇✐t❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✇❛s ❛❧r❡❛❞② ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✜❢t② ②❡❛rs
❛❣♦ ✭❞✐s♣❧❛❝✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ❬✹✷❪✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t t✉r♥❡❞ ♦✉t t❤❛t t❤❡ s✐♠♣❧❡ ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ s❤✐❢t✐♥❣ t❤❡ ❝❛t✐♦♥s
✜rst ❛❧♦♥❣ ♦♥❡ ✭❝✉❜✐❝ t♦ t❡tr❛❣♦♥❛❧✮✱ t❤❡♥ ❛❧♦♥❣ t✇♦ ✭t❡tr❛❣♦♥❛❧ t♦ ♦rt❤♦r❤♦♠❜✐❝✮ ❛♥❞ t❤❡♥ ❛❧♦♥❣
❛❧❧ t❤r❡❡ ❧❛tt✐❝❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✭♦rt❤♦r❤♦♠❜✐❝ t♦ r❤♦♠❜♦❤❡❞r❛❧✮ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ t❤❡ ✇❤♦❧❡ st♦r②✱ ❡✳❣✳
①✲r❛② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts r❡✈❡❛❧❡❞ t❤❛t t❤❡ ❚✐ ❛t♦♠s ❛r❡ s❤✐❢t❡❞ ❛❧♦♥❣ ❛❧❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❛❧r❡❛❞② ✐♥ ❛❧❧
t❤❡ ♣❤❛s❡s ❬✹✸❪✳ ▼♦r❡ r❡❝❡♥t❧② ❛ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts✱ ✇❤❡r❡ t❤❡
❞✐s♣❧❛❝✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ❢❛✐❧s✱ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❬✹✸✕✹✺❪✿ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❜❡✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ♦❝t❛✲
❤❡❞r❛ ✐♥ t❤❡ ❝✉❜✐❝ ♣❤❛s❡ ✐♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❚✐ ❛t♦♠s ❛r❡ s❤✐❢t❡❞ ✐♥ ❛❧❧ t❤r❡❡ ❧❛tt✐❝❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❜✉t
t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❛r❡ ❛❧✐❣♥❡❞ ✐♥ ❛♥ ❛♥t✐❢❡rr♦❡❧❡❝tr✐❝ ♣❛tt❡r♥✳ ❚❤❡♥ ❛t ❡❛❝❤ ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ t❤❡
❚✐ ❛♥t✐❢❡rr♦❡❧❡❝tr✐❝ ♦r❞❡r ✐s ❛❜❛♥❞♦♥❡❞ ❢♦r ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✉♥t✐❧ ❛ ❢❡rr♦❡❧❡❝tr✐❝ ♦r❞❡r
✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛❧❧ t❤r❡❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ r❤♦♠❜♦❤❡❞r❛❧ ♣❤❛s❡✳
❯♥❞❡r ❡♣✐t❛①✐❛❧ str❛✐♥ ❇❚❖ s❤♦✇s t❤❡ s❛♠❡ t❡♥❞❡♥❝✐❡s ❧✐❦❡ ❙❚❖✳ ❚❤❡ ❢❡rr♦❡❧❡❝tr✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥
t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ✐♥❝r❡❛s❡s ❜② ❛r♦✉♥❞ ✸✵✵❑ ♣❡r ✪ str❛✐♥ ❬✹✻❪✳ ❲❤❡r❡❛s ❇❚❖ t❛❦❡s ♦♥ ♦rt❤♦r❤♦♠❜✐❝
♣❤❛s❡s ✉♥❞❡r t❡♥s✐❧❡ str❛✐♥✱ ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ str❛✐♥ st❛❜✐❧✐③❡s t❤❡ t❡tr❛❣♦♥❛❧ ♣❤❛s❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡ ❢♦r
❜✉❧❦ ❇❚❖✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦ ❇❚❖ ✇❛s ❞❡♣♦s✐t❡❞ ♦♥ ❙❚❖ s✉❜str❛t❡s ❣✐✈✐♥❣ ❛♥ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡
str❛✐♥ ♦❢ ❛❜♦✉t ✷✳✺✪✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ t❡tr❛❣♦♥❛❧ ❢❡rr♦❡❧❡❝tr✐❝ ♣❤❛s❡ ✐s st❛❜❧❡ ❢r♦♠ ❢❛r ❛❜♦✈❡ r♦♦♠
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞♦✇♥ t♦ ❧♦✇❡st t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳ ▼♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t ❡♣✐t❛①✐❛❧ str❛✐♥❡❞ ❇❚❖ t❤✐♥ ✜❧♠s
✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✲str❛✐♥ ♣❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❬✹✼✕✹✾❪✳
✷✳✸ ❖r❞❡r✐♥❣ P❤❡♥♦♠❡♥❛ ✐♥ ▲❛✶✲①❙r①▼♥❖✸
❖✉t ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ str♦♥❣ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ♦①✐❞❡s ▲❛✶✲①❙r①▼♥❖✸ ✭▲❙▼❖✮ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st
st✉❞✐❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❈♦❧♦ss❛❧✲▼❛❣♥❡t♦✲❘❡s✐st❛♥❝❡ ✭❈▼❘✮ ❬✺✱ ✺✵✱ ✺✶❪ ❡✛❡❝t ❛♥❞ t❤❡ ❤✉❣❡
✈❛r✐❡t② ♦❢ s♣✐♥✱ ❝❤❛r❣❡ ❛♥❞ ♦r❜✐t❛❧ ♦r❞❡rs t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ❞♦♣✐♥❣ ❧❡✈❡❧
❬✺✷✱✺✸❪✳ ❆❧❧ ♦❢ t❤❡s❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❛r❡ str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ d ❡❧❡❝tr♦♥s ♦❢ ♠❛♥❣❛♥❡s❡✱ ✇❤✐❝❤
✐s t❤❡ ♠❛❥♦r ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ ▲❙▼❖ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❙❚❖ ❛♥❞ ❇❚❖✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ✈❛❧❡♥❝② ❞✐✛❡r❡♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ ▲❛✸✰ ❛♥❞ ❙r✷✰✱ t❤❡ ❞♦♣✐♥❣ ❧❡✈❡❧ ① ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ▼♥✸✰ ✭♣✉r❡ ▲❛▼♥❖✸✮ ❛♥❞
▼♥✹✰ ✭♣✉r❡ ❙r▼♥❖✸✮✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ s♠❛❧❧ ❝r②st❛❧ ✜❡❧❞ s♣❧✐tt✐♥❣ ✐♥ ▲❛✵✳✻✻❙r✵✳✸✸▼♥❖✸✱ t❤❡ ❢♦✉rt❤ d
❡❧❡❝tr♦♥ ✐♥ ▼♥✸✰ ♦❝❝✉♣✐❡s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ eg ♦r❜✐t❛❧s ✭✏❤✐❣❤✲s♣✐♥✑ st❛t❡✮✳ ■♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥
❞✐s❝✉ss❡❞✱ ❤♦✇ t❤❡ ❝r②st❛❧ ✜❡❧❞ ✐♥ ❛ ❚▼❖ ✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡
♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t ✲ ❜♦t❤ s♣✐♥ ❛♥❞ ♦r❜✐t❛❧ ✲ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❡t❛❧ ✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♠♦st
✐♠♣♦rt❛♥t ❢❛❝t♦rs ♦♥ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ♥❡✐❣❤❜♦✉r✐♥❣ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❡t❛❧ ✐♦♥s ✇✐❧❧ ❜❡
✼
✷ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ▼❡t❛❧ ❖①✐❞❡s
✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ❆❢t❡r t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❞ ❞✐✈❡rs❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ▲❛✶✲①❙r①▼♥❖✸ ✇✐❧❧ ❜❡
s✉♠♠❛r✐③❡❞✳
✷✳✸✳✶ ▼❛❣♥❡t✐❝ ❖r❞❡r✐♥❣✿ ❊①❝❤❛♥❣❡ ▼❡❝❤❛♥✐s♠s
❊①❝❤❛♥❣❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ❢r♦♠ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ s✐♠♣❧❡ ♠♦✲
❧❡❝✉❧❡s ✭❍❡✐t❧❡r✲▲♦♥❞♦♥✮✿ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❡r♠✐♦♥✐❝ ❝❤❛r❛❝t❡r ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ t❤❡ P❛✉❧✐ ❡①❝❧✉s✐♦♥
♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ✐s ✐♥ ❛ ❍✷ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ❛♥ ❛s②♠♠❡tr✐❝ s♣✐♥ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣❡t✐❝❛❧❧②
❢❛✈♦r❛❜❧❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ s♣✐♥s ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❧✐❣♥❡❞ ❛♥t✐♣❛r❛❧❧❡❧ ✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡✳ ❱❡r② s✐♠✐❧❛r
❡①❝❤❛♥❣❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❚▼❖ ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r♣❧❛② ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥ts ♦❢ t❤❡
tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❡t❛❧ ✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❜✐❣ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❚▼❖ ✐s t❤❡ ❢❛❝t✱ t❤❛t t❤❡ ♦r❜✐t❛❧s ♦❢
❞✐✛❡r❡♥t tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❡t❛❧ ✐♦♥s ❞♦ ♥♦t ♦✈❡r❧❛♣ ❞✐r❡❝t❧②✳ ❚❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s t❛❦❡ ♣❧❛❝❡ ✈✐❛
t❤❡ p ♦r❜✐t❛❧s ♦❢ t❤❡ ♦①②❣❡♥ ❛t♦♠s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❡t❛❧ ❛t♦♠s✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ❤✉❣❡ ✈❛r✐❡t②
♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❚▼❖✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡s✱
✇❤❡t❤❡r ❛♥❞ ✇❤❛t ♠❛❣♥❡t✐❝ ♦r❞❡r ✐s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ r✉❧❡ ❢♦r
❛❧❧ t❤❡s❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐s✱ t❤❛t ❛ s♣✐♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❢♦r ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❡t❛❧ ✐♦♥s ✐s ❢❛✈♦r❡❞✱
t❤❛t ❛❧❧♦✇s ❤♦♣♣✐♥❣ ✭✈✐rt✉❛❧✮ ♣r♦❝❡ss❡s ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛t♦♠s ✈✐❛ t❤❡ ♦①②❣❡♥
❝♦♥♥❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤✐s ✐s✱ t❤❛t s✉❝❤ ❤♦♣♣✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s ♠✐♥✐♠✐③❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❛♥❞ t❤✉s t♦t❛❧
❡♥❡r❣②✳ ❆ ❧♦t ♦❢ t❤❡s❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✱ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ ❍❡✐s❡♥❜❡r❣✲❙♣✐♥✲❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥
Hspin ❬✺✹❪✿
Hspin =
∑
i,j
Ji,jSi · Sj ✭✷✳✺✮
✇❤❡r❡ Si ❛♥❞ Sj ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❝❧❛ss✐❝❛❧ s♣✐♥ ✈❡❝t♦rs✳ ❚❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
t✇♦ s♣✐♥s ✐♥ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ♣❛✐r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ Ji,j ✳ ❆ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ✐s
❢❛✈♦r❡❞ ❢♦r Ji,j < 0✱ ❛♥ ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡tr✐❝ ♦♥❡ ❢♦r Ji,j > 0✳ ■♥ ❛ ❧♦t ♦❢ ❝❛s❡s t❤❡ ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦r
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❢✉rt❤❡r s✐♠♣❧✐✜❡s t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥✳
❋♦r ▲❛✶✲①❙r①▼♥❖✸ t❤❡ t✇♦ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ❛r❡ t❤❡ ❙✉♣❡r❡①❝❤❛♥❣❡ ✭❙❊✮ ❛♥❞ t❤❡ ❉♦✉❜❧❡ ❊①❝❤❛♥❣❡
✭❉❊✮✳ ❇♦t❤ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❝❛♥ ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❜② ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t✇♦
♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ▼♥ ❛t♦♠s ❧✐♥❦❡❞ ❜② ❛♥ ♦①②❣❡♥ ❛t♦♠ ✭✜❣✉r❡ ✷✳✸✮✿ ✐♥ ▲❛✶✲①❙r①▼♥❖✸ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥
t❤❡ ❞♦♣✐♥❣ ❧❡✈❡❧ ① ▼♥✸✰ ❛♥❞ ▼♥✹✰ ✐♦♥s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t✳ ❚❤❡ ❙❊ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✉s✉❛❧❧② t❛❦❡s ♣❧❛❝❡
❜❡t✇❡❡♥ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥ t❤❡ t2g ❧❡✈❡❧s ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ▼♥ ❛t♦♠s✳ ■♥ t❤❡ ♠♦st s✐♠♣❧❡ ❝❛s❡✱ t❤❡ eg
♦r❜✐t❛❧s ❛r❡ ✉♥♦❝❝✉♣✐❡❞ ✭❙▼❖✮✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ t2g ❛r❡ ♣♦✐♥t✐♥❣ ✐♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♦①②❣❡♥ ❛t♦♠s✱
t❤❡r❡ ✐s st✐❧❧ ❡♥♦✉❣❤ ♦✈❡r❧❛♣ ✇✐t❤ t❤❡ p ♦r❜✐t❛❧ ♦❢ ❛♥ ♦①②❣❡♥ ❛♥✐♦♥ t♦ ❡♥❛❜❧❡ ❤♦♣♣✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s✳
❙✐♥❝❡ t❤❡ ❜✐♥❞✐♥❣ p ♦r❜✐t❛❧ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ ♦①②❣❡♥ ❛t♦♠ ✐s ❢✉❧❧② ♦❝❝✉♣✐❡❞✱ ❡❛❝❤ ❤♦♣♣✐♥❣ ♣r♦❝❡ss
t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ✐♥ t✇♦ st❡♣s ✭✈✐rt✉❛❧ ❤♦♣♣✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥ ❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤✮✿ ✜rst
❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ p ♦r❜✐t❛❧ tr❛♥s❢❡rs t♦ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ▼♥ ✐♦♥s✳ ◆♦ ♠❛tt❡r ✇❤❡t❤❡r t❤✐s ▼♥
✈❛❧❡♥❝② ✐s ✸✰ ♦r ✹✰✱ t❤❡ t2g ♦r❜✐t❛❧s ♦❢ t❤✐s ▼♥ ✐♦♥ ✐s ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❜② t❤r❡❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ✇✐t❤ ♣❛r❛❧❧❡❧
♦r✐❡♥t❡❞ s♣✐♥s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♦♥❧② t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✇✐t❤ ❛♥t✐✲♣❛r❛❧❧❡❧ ♦r✐❡♥t❡❞ s♣✐♥ ❢r♦♠ t❤❡ p ♦r❜✐t❛❧
❝❛♥ ❤♦♣ t♦ t❤❡ ▼♥ s✐t❡✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ st❡♣ ✐s t❤❡ r❡✜❧❧ ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ♦r❜✐t❛❧ ♦❢ t❤❡ ♦①②❣❡♥
❛t♦♠ ❜② ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ▼♥ ✐♦♥ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♥❣ ✐♥ t❤✐s ♣r♦❝❡ss✳ ❇✉t t❤✐s s❡❝♦♥❞ st❡♣
✐s ♦♥❧② ♣♦ss✐❜❧❡✱ ✐❢ t❤❡ s♣✐♥s ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ▼♥ ✐♦♥ ❛r❡ ❛❧✐❣♥❡❞ ❛♥t✐✲♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ✜rst ▼♥ ❛t♦♠✳
❍❡♥❝❡✱ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❤♦♣♣✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ❞♦♥❡✱ ✐❢ t❤❡ s♣✐♥s ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ▼♥ ❛t♦♠s ❛r❡
❛❧✐❣♥❡❞ ❛♥t✐✲♣❛r❛❧❧❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐s✱ ✇❤② t❤❡ ❙❊ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❢❛✈♦rs ❛♥ ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♦r❞❡r ♦❢ ▼♥✳
❚❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❣❡ts ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❢♦r ✜❧❧❡❞ ♦r ♣❛rt✐❛❧❧② ✜❧❧❡❞ eg ♦r❜✐t❛❧s✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ eg ♦r❜✐t❛❧s
❛r❡ ♣♦✐♥t✐♥❣ t♦✇❛r❞s t❤❡ ♦①②❣❡♥ ❛t♦♠s✱ t❤❡ ❙❊ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ eg ♦r❜✐t❛❧s ❛r❡ ♠✉❝❤
str♦♥❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ❙❊ ❜❡t✇❡❡♥ t2g ♦r❜✐t❛❧s ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡
❚▼❖✳ ❲❤❡t❤❡r ❛ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♦r ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ✐s ❢❛✈♦r❡❞ ❜② t❤❡ ❙❊ ✈✐❛ t❤❡ eg
♦r❜✐t❛❧s✱ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❞✉❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s❡♠✐✲❡♠♣✐r✐❝❛❧ ●♦♦❞❡♥♦✉❣❤✲❑❛♥❛♠♦r✐ r✉❧❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
✽
✷✳✸ ❖r❞❡r✐♥❣ P❤❡♥♦♠❡♥❛ ✐♥ ▲❛✶✲①❙r①▼♥❖✸
♣r♦✈❡♥ t♦ ♣r❡❞✐❝t ✈❡r② r❡❧✐❛❜❧② t❤❡ ❝♦rr❡❝t r❡s✉❧t✐♥❣ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❬✺✺✕✺✼❪ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥
t❤❡ eg ♦r❜✐t❛❧ ♦❝❝✉♣❛♥❝② ❛♥❞ t❤❡ ❜♦♥❞✐♥❣ ❛♥❣❧❡ ▼♥✲❖✲▼♥✿
✶✳ ❚❤❡ ✶✽✵ ➦ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❡♠♣t② ♦r ✜❧❧❡❞ eg ♦r❜✐t❛❧s ✐s str♦♥❣ ❛♥❞ ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝✷
✷✳ ❚❤❡ ✶✽✵ ➦ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♦♥❡ ❡♠♣t② ❛♥❞ ♦♥❡ ✜❧❧❡❞ ♦r❜✐t❛❧ ✐s ✇❡❛❦ ❛♥❞ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝
✸✳ ❚❤❡ ✶✽✵ ➦ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✜❧❧❡❞ ♦r❜✐t❛❧s ✐s ✇❡❛❦ ❛♥❞ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝
❆♣♣❧✐❡❞ t♦ ▲▼❖ t❤✐s ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✐t✉❛t✐♦♥ ✭✜❣✉r❡ ✷✳✹✮✿ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❏❛❤♥✲
❚❡❧❧❡r ❡✛❡❝t✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐♥ t❤❡ ♦①②❣❡♥ ♦❝t❛❤❡❞r❛ ❛r❡ ❞✐st♦rt❡❞ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡❧② ✐♥ t❤❡ ①✱②✲♣❧❛♥❡
✇✐t❤ t❤❡ eg ❡❧❡❝tr♦♥s ♦❝❝✉♣②✐♥❣ t❤❡ d3z2−r2 ♦r❜✐t❛❧ ♣♦✐♥t✐♥❣ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❞✐st♦rt✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
✐♥ t❤❡ ①✱②✲♣❧❛♥❡ ❛❧❧ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♣❛t❤s ✈✐❛ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ ♦①②❣❡♥ ❝♦♠❜✐♥❡ ❛ ✜❧❧❡❞ d3z2−r2 ❛♥❞
❛♥ ❡♠♣t② dx2−y2 ♦r❜✐t❛❧ ✭♥♦t s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✹✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣
d3z2−r2 ♦r❜✐t❛❧s ♦r✐❡♥t❡❞ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ✐s s♦ s♠❛❧❧ t❤❛t ✐t ❞♦❡s ♥♦t ♣❧❛② ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t
r♦❧❡ ❤❡r❡✳ ❍❡♥❝❡✱ ❛ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♦r❞❡r ✐s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ t❤❡ ①✱②✲♣❧❛♥❡✳ ❆❧❧ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♣❛t❤s ✐♥
③ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❡ t✇♦ ❡♠♣t② dx2−y2 ♦r❜✐t❛❧s r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♦r❞❡r✳ ■♥ t♦t❛❧✱
▲▼❖ ❡①❤✐❜✐ts ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝❛❧❧② ♦r❞❡r❡❞ ♣❧❛♥❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ st❛❝❦❡❞ ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝❛❧❧② ✭❛✲t②♣❡
❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✮✳
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Superexchange
Double Exchange
Mn4+ Mn4+ Mn5+ Mn3+
Mn3+ Mn4+ Mn4+ Mn3+
O2-
O2- O2-
O2-
e
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✿ ❋✐❣✉r❛t✐✈❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐♥ ▲❙▼❖✳ ❆ s✉♣❡r❡①❝❤❛♥❣❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t2g ♦r❜✐t❛❧s ❛♥❞ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ ▼♥ ✐♦♥s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧❡♥❝✐❡s ✐s s❤♦✇♥✳ ❚❤❡
✐❧❧✉str❛t❡❞ t2g ❙❊ ❜❡t✇❡❡♥ ▼♥ ✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧❡♥❝❡ st❛t❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ♣r❡❢❡rr❡❞ ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝
♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✭str✐❝t❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ t❤✐s ♦♥❧② ❤♦❧❞s ❢♦r ❛ ✶✽✵➶➦ ▼♥✲❖✲▼♥ ❜♦♥❞✐♥❣ ❛♥❣❧❡✮✳ ❚❤❡ ❉❊ ❜❡t✇❡❡♥
▼♥ ✐♦♥s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧❡♥❝❡ st❛t❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ♣r❡❢❡rr❡❞ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♦r❞❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥ts✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❢✉rt❤❡r ❙❊ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❝❛♥ ♦❝❝✉r ❛❧s♦ ❜❡t✇❡❡♥ ▼♥ ✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧❡♥❝② ✈✐❛ t❤❡ eg
♦r❜✐t❛❧s✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ d ♦r❜✐t❛❧s✱ t❤❡ s❡♠✐✲❡♠♣✐r✐❝❛❧ ●♦♦❞❡♥♦✉❣❤✲❑❛♥❛♠♦r✐ r✉❧❡s
❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❙❊ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✐♥ ▲❙▼❖ ❬✺✺✕✺✼❪✳
❋♦r ▲❙▼❖ t❤❡ s❛♠❡ r✉❧❡s ❛♣♣❧② ❢♦r t❤❡ ❙❊ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ❜✉t ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ ❉❊ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❚❤❡ ❉❊
✐s ❛♥ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ eg ♦r❜✐t❛❧s ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ tr❛♥s✐t✐♦♥
♠❡t❛❧ ✐♦♥s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧❡♥❝✐❡s✱ ✐✳❡✳ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ▲❛✶✲①❙r①▼♥❖✸ ❜❡t✇❡❡♥ ♦♥❡ ▼♥✸✰ ❛♥❞ ♦♥❡
▼♥✹✰ ❛t♦♠ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜② ❛♥ ♦①②❣❡♥ ❛t♦♠ ❬✺✽❪✳ ❚❤❡ ❤♦♣♣✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❝❛♥ ❛❣❛✐♥ ❜❡ ✈✐s✉❛❧✐③❡❞
✷t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❡♠♣t② eg ♦r❜✐t❛❧s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❙▼❖ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❜❡❢♦r❡
✾
✷ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ▼❡t❛❧ ❖①✐❞❡s
  
FM
AFM
❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✿ ❖r❜✐t❛❧ ♦r❞❡r ✐♥ ▲▼❖ ❞✉❡ t♦ ❏❛❤♥✲❚❡❧❧❡r ❞✐st♦rt✐♦♥s✳ ❇② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ●♦♦❞❡♥♦✉❣❤✲
❑❛♥❛♠♦r✐ r✉❧❡s ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♦r❞❡r ✐♥ t❤❡ ①✲②✲♣❧❛♥❡ ❛♥❞ ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♦r❞❡r ❛❧♦♥❣ ③✱
r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ t♦t❛❧ ✐♥ ❛♥ ❛✲t②♣❡ ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♦r❞❡r✳ ❚❤❡ ❡♠♣t② dx2−y2 ♦r❜✐t❛❧s ❛r❡ ♥♦t ❞❡♣✐❝t❡❞✳
✐♥ t✇♦ st❡♣s ✭✜❣✉r❡ ✷✳✸✮✳ ❋✐rst ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ tr❛♥s❢❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ♦①②❣❡♥ t♦ t❤❡ ❡♠♣t② eg ♦r❜✐t❛❧
♦❢ t❤❡ ▼♥✹✰ ❛t♦♠✳ ■♥ ❝♦♥tr❛r② t♦ t❤❡ ❙❊ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t2g t❤✐s ♥♦✇ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ t❤❡
❡❧❡❝tr♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ s♣✐♥ ❛❧✐❣♥❡❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ t❤r❡❡ t2g ❡❧❡❝tr♦♥s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❍✉♥❞✬s r✉❧❡✳ ❚❤✉s✱
t❤❡ ❢r❡❡ ❧❡✈❡❧ ✐♥ t❤❡ ♦①②❣❡♥ ♦r❜✐t❛❧ ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ r❡✜❧❧❡❞ ❜② ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ▼♥✸✰ ❛t♦♠✱ ✐❢ t❤❡
s♣✐♥s ♦❢ ❜♦t❤ ▼♥ ✐♦♥s ❛r❡ ❛❧✐❣♥❡❞ ♣❛r❛❧❧❡❧✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❉❊ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❢❛✈♦rs ❛ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝
♦r❞❡r ♦❢ ▼♥ ❛t♦♠s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❉❊ ✉♥❧✐❦❡ t❤❡ ❙❊ ❞❡s❝r✐❜❡s ♥♦t ♦♥❧② ❛ ✈✐rt✉❛❧ ❤♦♣♣✐♥❣
♣r♦❝❡ss ❛♥❞ t❤✉s ❛❧s♦ ❧❡❛❞s t♦ ❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t②✳ ❚❤✉s✱ t❤✐s ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❡①♣❧❛✐♥
q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② st✉❞✐❡❞ ❈♦❧♦ss❛❧ ▼❛❣♥❡t♦ ❘❡s✐st❛♥❝❡ ✭❈▼❘✮ ❡✛❡❝t ✐♥ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝
▲❛✵✳✻✻❙r✵✳✸✸▼♥❖✸✿ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❈✉r✐❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ✐s s✉♣♣r❡ss❡❞✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ▼♥
♠♦♠❡♥ts ❛r❡ ♥♦t ♣❡r❢❡❝t❧② ❛❧✐❣♥❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡② ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡ ❢♦r❝❡❞ t♦ ♦r❞❡r ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝❛❧❧②
❜② ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✳ ❚❤❡r❡❜② t❤❡ ❉❊ ❤♦♣♣✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ❡♥❛❜❧❡❞ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ❞r❛st✐❝
❞r♦♣ ♦❢ t❤❡ r❡s✐st✐✈✐t②✳
✷✳✸✳✷ P❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠s ♦❢ ▲❛✶✲①❙r①▼♥❖✸
❚❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ❡✛❡❝ts✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ▲❙▼❖ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞✐s❝✉ss❡❞✳ ■t ✇✐❧❧
❜❡ ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ♥♦✇✱ ❤♦✇ t❤❡② ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ▲❙▼❖✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ❞♦♣✐♥❣ ❧❡✈❡❧ ①✱ t❤❡r❡ ❛❧r❡❛❞② ✐s ❛ ✈❡r② r✐❝❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✈❡rs✉s ❙r ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥
① ♣❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠ ✭✜❣✉r❡ ✷✳✺✭❛✮✮ ❬✺✷❪✳ ❆s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❉❊ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s ♦♥❧② ♣♦ss✐❜❧❡
❜❡t✇❡❡♥ ▼♥ ✐♦♥s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧❡♥❝✐❡s✳ ❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ ▲▼❖ ❡①❤✐❜✐ts
❛♥ ❛✲t②♣❡ ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✭❆❋▼✮ ♦r❞❡r ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❙❊ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❏❛❤♥
❚❡❧❧❡r ❡✛❡❝t✳ ■t ❛❧s♦ ✐s ✐♥s✉❧❛t✐♥❣✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ eg ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❋❡r♠✐ ❡♥❡r❣② ❛r❡ ✉♥✜❧❧❡❞✳ ❋♦r
❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✵❁①❁✵✳✷ ❛ ❤✉❣❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♣❛♣❡rs ❡①✐st ✇✐t❤ ♣❛rt❧② ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♥❣ r❡s✉❧ts✳ ❖♥❡
r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤✐s ✐s t❤❛t ▲❙▼❖✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ❧♦✇ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ r❡❣✐♦♥✱ ✐s ❡✈❡♥ ♠♦r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦
♦t❤❡r st♦✐❝❤✐♦♠❡tr② ❞❡✈✐❛t✐♦♥s t❤❛♥ t♦ t❤❡ ❞♦♣✐♥❣ ❧❡✈❡❧ ①✳ ❊✳❣✳ ❛ s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ♦①✐❞❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧
s✐♠✐❧❛r❧② t♦ ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ▲❛✴❙r r❛t✐♦✱ ❛❧s♦ ❝❤❛♥❣❡s t❤❡ ❞♦♣✐♥❣ ❧❡✈❡❧✱ ❤❡♥❝❡ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡❧②
❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦♣❡rt✐❡s ❬✺✾❪✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♥♦♠✐♥❛❧❧② ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ▲❙▼❖ s❛♠♣❧❡s ♠✐❣❤t s❤♦✇ ❞✐✛❡r❡♥t
❜❡❤❛✈✐♦r✱ ✇❤❡♥ t❤♦s❡ s♠❛❧❧ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ✐♥ st♦✐❝❤✐♦♠❡tr② ❛r❡ ♥♦t ❞❡t❡❝t❡❞✳ ❖♥❧② t❤❡ ♠❛✐♥ ❛s♣❡❝ts
♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ♣❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❤❡r❡ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s
✇♦r❦✳ ❆t ❧♦✇ ❙r ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s ✭①❁✵✳✶✮ t❤❡ ❆❋▼ ♣❤❛s❡ r❡♠❛✐♥s st❛❜❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝
❝♦♠♣♦♥❡♥t ❡✈♦❧✈❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❡✐t❤❡r ❜② ♣❤❛s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❬✶✸❪ ♦r ❛ ❝❛♥t❡❞ ❆❋▼
str✉❝t✉r❡ ❬✻✵❪✳ ❇❡t✇❡❡♥ ①❂✵✳✶ ❛♥❞ ①❂✵✳✶✼ ❛ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♥s✉❧❛t✐♥❣ ♣❤❛s❡ ✐s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞✳ ■♥
❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❢♦r t❤❡ ✇❤♦❧❡ r❛♥❣❡ ✵❁①❁✵✳✶✼ t❤❡ ❧♦♥❣ r❛♥❣❡ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❏❛❤♥✲❚❡❧❧❡r ❡✛❡❝t ❛♥❞ t❤❡
r❡s✉❧t✐♥❣ ♦r❜✐t❛❧ ♦r❞❡r r❡♠❛✐♥s st❛❜❧❡✳ ❆t ❙r ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s ①❃✵✳✶✼ t❤❡r❡ ✐s ❛ s✉✣❝✐❡♥t ♥✉♠❜❡r
✶✵
✷✳✸ ❖r❞❡r✐♥❣ P❤❡♥♦♠❡♥❛ ✐♥ ▲❛✶✲①❙r①▼♥❖✸
✭❛✮
  
✭❜✮
❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✿ ▼❛❣♥❡t✐❝ ♣❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠s ♦❢ ▲❛✶✲①❙r①▼♥❖✸✳ ❛✮ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✈❡rs✉s ❞♦♣✐♥❣ ❧❡✈❡❧ ♣❤❛s❡
❞✐❛❣r❛♠ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❬✺✷❪✳ ❜✮ ❙tr❛✐♥ ✈❡rs✉s ❞♦♣✐♥❣ ❧❡✈❡❧ ♣❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❬✻✷❪ ✭❖r✐❣✐♥❛❧ ❞❛t❛
❜② ❬✻✸❪✮✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❤❛s❡s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t ❞✐❛❣r❛♠✳ ❚❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥
❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❜② ❬✻✹❪✳
♦❢ ▼♥✹✰ ✐♦♥s t♦ ❡♥❛❜❧❡ t❤❡ ❉❊ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t♦ ❜❡❝♦♠❡ ♠♦r❡ ❞♦♠✐♥❛t✐♥❣ t❤❛♥ t❤❡ ❙❊✳ ❍❡♥❝❡ ❛
❧❛r❣❡ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✭❋▼✮ r❡❣✐♠❡ ✐s ❢♦✉♥❞ r❛♥❣✐♥❣ ✉♣ t♦ ❙r ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s ①❂✵✳✺✳ ❚❤❡ ❈✉r✐❡
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♣❡❛❦s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ①❂✵✳✸✸ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛t ❛r♦✉♥❞ ✸✻✵❑✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ♣❛rt❧② ♦❝❝✉♣✐❡❞
eg ♦r❜✐t❛❧s✱ t❤❡ ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ ①❂✵✳✶✼ ✐s ❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡❞ ❜② ❛ ♠❡t❛❧✲✐♥s✉❧❛t♦r tr❛♥s✐t✐♦♥
❛♥❞ ▲❙▼❖ ❜❡❝♦♠❡s ♠❡t❛❧❧✐❝ ✐♥ t❤❡ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ r❡❣✐♦♥ ❬✺✶❪✳ ❆❜♦✈❡ ①❂✵✳✺ t❤❡ ❙❊ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
❛❣❛✐♥ ❣❡ts str♦♥❣❡r ❛♥❞ ❝❛✉s❡s ▲❙▼❖ t♦ ♦r❞❡r ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝❛❧❧②✳ ❯♣ t♦ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s ♦❢
①❂✵✳✼ ▲❙▼❖ st✐❧❧ ✐s ♠❡t❛❧❧✐❝✳ ❇❡t✇❡❡♥ ①❂✵✳✼ ❛♥❞ ✶✳✵ ❛♥ ✐♥s✉❧❛t✐♥❣ ❝✲t②♣❡ ❆❋▼ ✐s ❢♦r♠❡❞✳ ❚❤❡
❡①❛❝t t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠ ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ①❂✵✳✺ ❛♥❞
①❂✵✳✼ ✐s st✐❧❧ ✉♥❞❡r ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❢♦r s✐♥❣❧❡ ❝r②st❛❧s ♦❢ ▲❙▼❖✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ❡♣✐t❛①✐❛❧ ▲❛✵✳✺❙r✵✳✺▼♥❖✸
t❤✐♥ ✜❧♠s ❞❡♣♦s✐t❡❞ ♦♥ ❙❚❖ s✉❜str❛t❡s ❛♥ ❛✲t②♣❡ ❆❋▼ ♦r❞❡r ❤❛s ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ ❬✻✶❪✳
■♥ ❡♣✐t❛①✐❛❧ t❤✐♥ ✜❧♠s✱ t❤❡ str❛✐♥ ❣✐✈❡s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s t♦ t✉♥❡ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ▲❙▼❖✳
■♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✺✭❜✮ t❤❡ str❛✐♥ ✈❡rs✉s ❙r ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✐s s❤♦✇♥ s❝❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❬✻✸❪✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥✱
t❤❛t t❤❡ ❆❋▼ r❡❣✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ st❛rts ❢♦r ❜✉❧❦ ▲❙▼❖ ❛t ①❂✵✳✺✱ ❡①t❡♥❞s t♦ ❧♦✇❡r ❙r ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s
✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ str❛✐♥✿ ▲❙▼❖ ✜❧♠s ❡①❤✐❜✐t ❛ ❝✲t②♣❡ ❆❋▼ ♦r❞❡r ❢♦r ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ ❛♥❞ ❛♥ ❛✲t②♣❡
❆❋▼ ♦r❞❡r ❢♦r t❡♥s✐❧❡ str❛✐♥✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♦r❞❡r✱ ❑♦♥✐s❤✐ ❡t ❛❧ ❬✻✸❪ ❛❧s♦
❢♦✉♥❞ t❤❛t✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ str❛✐♥✱ ♦r❜✐t❛❧ ♦r❞❡r ♦r ❞✐s♦r❞❡r ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❞✉❝❡❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡r❡ ❛r❡
❡①t❡♥❞❡❞ st✉❞✐❡s ♦♥ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❝❛t✐♦♥ ♦r❞❡r✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ▲❙▼❖✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡
r❡❛❧✐③❡❞ ✐♥ t❤✐♥ ✜❧♠s ❜② ❣r♦✇✐♥❣ ❞✐❣✐t❛❧ s✉♣❡r❧❛tt✐❝❡s ♦❢ ✭▲❛▼♥❖✸✮n✭❙r▼♥❖✸✮m✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ s✉✲
♣❡r❧❛tt✐❝❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♠❡t❛❧❧✐❝ ▲❙▼❖ ✭m = 2✱n = 1✮ ❬✻✺❪✱ ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝
♠❡t❛❧❧✐❝ ▲❙▼❖ ✭m = 1✱n = 1✮ ❬✻✶❪ ♦r ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ▲❙▼❖ ✭m = 1✱n = 2✮ ❬✻✻❪ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♦r❞❡r❡❞ st❛❝❦✐♥❣ ♦❢ ▼♥✸✰ ❛♥❞ ▼♥✹✰ ❛❣❛✐♥ ❝❛♥ r❡s✉❧t ✐♥ ♥❡✇ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✱
❡✳❣✳ ❡♥❤❛♥❝❡❞ tr❛♥s✐t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ r❛♥❞♦♠❧② ♠✐①❡❞ ▲❙▼❖✳
✶✶
✷ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ▼❡t❛❧ ❖①✐❞❡s
✶✷
✸ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❆♥❛❧②s❡❞ ❖①✐❞✐❝
❍❡t❡r♦str✉❝t✉r❡s
❆s s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✱ ❚▼❖ ♦✛❡r ❛ ❤✉❣❡ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❢❛s❝✐♥❛t✐♥❣ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❞✉❡ t♦
t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ✐♥t❡r♣❧❛② ♦❢ ❧❛tt✐❝❡✱ s♣✐♥✱ ❝❤❛r❣❡ ❛♥❞ ♦r❜✐t❛❧ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✳ ❆♥ ❡✈❡♥ ❧❛r❣❡r
♣❧❛②❣r♦✉♥❞ ✐s ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ❜② ❛rr❛♥❣✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ ♦❢ t❤❡s❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ✐♥ t❤✐♥ ✜❧♠ s②st❡♠s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡
❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦♣❡rt✐❡s ❝❛♥ ✐♥t❡r❛❝t ✈✐❛ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ✐♥t❡r❢❛❝❡s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐♥ ❡♣✐t❛①✐❛❧❧② ❣r♦✇♥
❤❡t❡r♦str✉❝t✉r❡s✱ t❤❡ str❛✐♥ ♠❡❞✐❛t❡❞ ❜② t❤❡ s✉❜str❛t❡ ❝❛♥ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ♣✐❝t✉r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧②✱ ❛s
❛❧r❡❛❞② ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❜❡❢♦r❡✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r t❤❡ ♦①✐❞❡ ❤❡t❡r♦str✉❝t✉r❡s ✉♥❞❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s
✇♦r❦ ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛♥❞ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ♦✉t❧✐♥❡❞✱ ✇❤② t❤❡ t✇♦ ❝❤♦s❡♥ s②st❡♠s ❛r❡ ♦❢ ❜✐❣ s❝✐❡♥t✐✜❝
✐♥t❡r❡st✳
✸✳✶ ▲❛✵✳✻✻❙r✵✳✸✸▼♥❖✸✴❙r❚✐❖✸✿ ❊①❝❤❛♥❣❡ ❇✐❛s ❊✛❡❝t
❚❤❡ ❊①❝❤❛♥❣❡ ❇✐❛s ❊✛❡❝t ✭❊❇✮ ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✜❢t② ②❡❛rs ❛❣♦ ❜② ▼❡✐❦❧❡✲
❥♦❤♥ ❛♥❞ ❇❡❛♥ ❬✶✹❪✳ ■♥ t❤❡✐r ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣❛♣❡r✱ t❤❡② r❡♣♦rt❡❞ t❤❛t ✏❛ ♥❡✇ t②♣❡ ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❛♥✐s♦tr♦♣②
❤❛s ❜❡❡♥ ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ ✇❤✐❝❤ ✐s ❜❡st ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s ❛♥ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❛♥✐s♦tr♦♣②✑✳ ❚❤❡ ❊❇ ✏♠❛♥✐❢❡sts ✐ts❡❧❢
✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❛ ❞✐s♣❧❛❝❡❞ ❤②st❡r❡s✐s ❝✉r✈❡✑✳ ▼❡✐❦❧❡❥♦❤♥ ❛♥❞ ❇❡❛♥ ❢♦✉♥❞ t❤❡ ❡✛❡❝t ✐♥ ❛ s②st❡♠
❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❈♦ ♥❛♥♦♣❛rt✐❝❧❡s ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❈♦❖✳ ■ts ♦r✐❣✐♥ ✐s
t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❛♥❞ t❤❡ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛t t❤❡ ❝♦♠✲
♠♦♥ ✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ✲ ❛s ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ❧❛t❡r ✲ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛♥ ✉♥✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❛♥✐s♦tr♦♣② ❛♥❞ t❤✉s ✐♥
s❤✐❢t✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❤②st❡r❡s✐s ❝✉r✈❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❛①✐s✳ ❖✈❡r t❤❡ ②❡❛rs t❤❡ ❊❇ ❤❛s ❜❡❡♥
r❡♣r♦❞✉❝❡❞ ♥♦t ♦♥❧② ✐♥ ❛♥ ✐♠♠❡♥s❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t✱ ♠♦st❧② t❤✐♥ ✜❧♠✱ s②st❡♠s✱ ❜✉t ❛❧s♦ ✐♥ ❛
♥✉♠❡r♦✉s ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②s✳ ❚❤✐s ❞✐✈❡rs✐t② ❛❧s♦ ❣❛✈❡ r✐s❡ t♦ s❡✈❡r❛❧ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ tr② t♦
❝♦✈❡r ❛❧❧ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❊❇ ❡✛❡❝t✳ ❙✐♥❝❡ ✐t ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❤❡r❡ t♦ ♣r❡s❡♥t ❡✈❡♥ ❛ ❢r❛❝✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡✱ ♦♥❧② ❛ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡✱ ✇❤✐❝❤ ❤❡❧♣s t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞
t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ❛♥❞ ❜❛s✐❝ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ t❤❡ ❊❇✳ ❋♦r ❛ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ s✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t
♠❛t❡r✐❛❧ s②st❡♠s ❛♥❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ❊❇✱ ❝❤❛♣t❡r ✸ ♦❢ ❬✻✼❪ ❝❛♥ ❜❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞✳
■♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✶ ✐t ✐s s❤♦✇♥ ❤♦✇ ❛♥ ❊❇ ❝❛♥ ❜❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ❛ s②st❡♠✱ ✇❤❡r❡ ❛ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t ✐s ✐♥
❞✐r❡❝t ❝♦♥t❛❝t ✇✐t❤ ❛♥ ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✳ ❋✐rst ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❝♦♦❧ t❤❡ s②st❡♠ ✐♥ ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝
✜❡❧❞ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❈✉r✐❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ TC ♦❢ t❤❡ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧ t♦ ❛❧✐❣♥ t❤❡ s♣✐♥s ❛❧♦♥❣ ❛♥
❡❛s② ❛①✐s✳ ❆❢t❡r t❤❛t t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❝♦♦❧❡❞ ❢✉rt❤❡r ❞♦✇♥ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ◆❡❡❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ TN ✱ ✇❤❡r❡
✐t ♦r❞❡rs ✐♥ ❛ ✇❛②✱ t❤❛t t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❡♥❡r❣② t♦ t❤❡ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐s ♠✐♥✐♠✐③❡❞✳
❍❡r❡ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ❛ ❧❛②❡r❡❞ ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ✜rst ❛t♦♠✐❝ ❧❛②❡r ♦❢ t❤❡ ❛♥t✐✲
❢❡rr♦♠❛❣♥❡t ✇✐❧❧ ♦r❞❡r ❡✐t❤❡r ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ♣❛r❛❧❧❡❧ ♦r ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❛♥t✐✲♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t
❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❡♥❡r❣②✳ ❉✉❡ t♦ t❤✐s ❝♦✉♣❧✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✱ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐✲
③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t ❜❡❝♦♠❡s ❤❛r❞❡r t♦ t✉r♥ t♦ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝
✜❡❧❞ ✐s s✇✐t❝❤❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❝♦❡r❝✐✈❡ ✜❡❧❞ HC ✇✐❧❧ ❜❡ ❤✐❣❤❡r ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛♥ ✐s♦❧❛t❡❞ ❢❡r✲
r♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❧❛②❡r ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❤②st❡r❡s✐s ❝✉r✈❡ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❞ ❜❛❝❦
t♦ t❤❡ ❝♦♦❧✐♥❣ ✜❡❧❞✱ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ r❡t✉r♥ ❛t ❛ ❧♦✇❡r ✜❡❧❞ t♦ t❤❡ ❡♥❡r❣❡t✐❝❛❧❧② ❢❛✈♦r❡❞
❞✐r❡❝t✐♦♥ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ❤②st❡r❡s✐s ❝✉r✈❡ s❤✐❢t❡❞ ❜② t❤❡ ❊❇ ✜❡❧❞ EB✳ ❈❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣
t♦ t❤❡ ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✱ t❤❡ ✉♥✐❛①✐❛❧ ❛♥✐s♦tr♦♣② ♦❢ t❤❡ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛❧♦♥❡ ✐s ❝❤❛♥❣❡❞
✶✸
✸ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❆♥❛❧②s❡❞ ❖①✐❞✐❝ ❍❡t❡r♦str✉❝t✉r❡s
t♦ ❛♥ ✉♥✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❛♥✐s♦tr♦♣② ✐♥ t❤❡ ❜✐❧❛②❡r s②st❡♠✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡
♥♦✇❛❞❛②s ❡❧❛❜♦r❛t❡❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ♥♦t ♦♥❧② ❞❡s❝r✐❜❡ t❤✐s ✐❞❡❛❧✐③❡❞ ❝❛s❡ ♦❢ ❛♥
❧❛②❡r❡❞ ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝✴❢❡rr♦♠❛❣♥❡t ✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ❜✉t ❛❧s♦ ♦t❤❡r ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❛♥❞ ❢❡rr✐♠❛❣✲
♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡s✱ ✐♥t❡r❢❛❝❡ r♦✉❣❤♥❡ss❡s✱ ❞♦♠❛✐♥s✱ ❛♥❞ s♦ ♦♥✳ ❆❧s♦ ✇❡ ❛ss✉♠❡❞ ✐♥ t❤✐s s✐♠♣❧❡
♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ t❤❛t t❤❡ ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t r❡♠❛✐♥s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞
✐s ❝❤❛♥❣❡❞✳ ❚❤❛t t❤✐s ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ r❡❛❧ s②st❡♠s ❜❡❝♦♠❡s ✈✐s✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ✏tr❛✐♥✐♥❣ ❡✛❡❝t✑✱
✐✳❡✳ ❛ s✉❜s❡q✉❡♥t r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤②st❡r❡s✐s ❝✉r✈❡ s❤✐❢t✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ✐s ❝②❝❧❡❞ s❡✈❡r❛❧ t✐♠❡s
✉♥t✐❧ ✜♥❛❧❧② ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ❤②st❡r❡s✐s ❝✉r✈❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❚❤✐s s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❜✐❛s❡❞ st❛t❡ ♦❢ t❤❡
❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t ✐s ♥♦t st❛❜❧❡✳ ❲❤❛t ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❛r❡ ❝❛✉s✐♥❣ t❤✐s ✐♥st❛❜✐❧✐t② ✐s st✐❧❧ ♥♦t ✇❡❧❧
❡st❛❜❧✐s❤❡❞✳
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E
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n
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H
M
H
1
2
3
4
5
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊①❝❤❛♥❣❡ ❇✐❛s ❡✛❡❝t✿ ❲❤❡♥ ❝♦♦❧❡❞ ✐♥ ✜❡❧❞✱ t❤❡ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t
♦r❞❡rs ❛t t❤❡ ❈✉r✐❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ TC ✭✶✮✳ ❋✉rt❤❡r ❝♦♦❧✐♥❣ r❡s✉❧ts ✐♥ ♦r❞❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝
♠❛t❡r✐❛❧ ❛t TN ✭✷✮✳ ■♥ t❤✐s s✐♠♣❧❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ❧❛②❡r❡❞ ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧✱ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ s♣✐♥s
❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❡♥❡r❣② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t ❛♥❞ ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✳ ❉✉❡
t♦ t❤✐s ♣✐♥♥✐♥❣ ❜② t❤❡ ✉♥❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞ s♣✐♥s ♦❢ t❤❡ ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✱ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t
r❡s✐sts t♦ ❜❡✐♥❣ t✉r♥❡❞ t♦ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❜② s✇✐t❝❤✐♥❣ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✭✸✮✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ ❝♦❡r❝✐✈❡
✜❡❧❞ ❜❡❝♦♠❡s ❜✐❣❣❡r ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛s❡✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t ✐s ♥♦t ❝♦✉♣❧❡❞ t♦ t❤❡ ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t
✭✹✮✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ✐s s✇✐t❝❤❡❞ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝♦♦❧✐♥❣ ✜❡❧❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ t❤❡
♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t ❛❧r❡❛❞② r❡✈❡rs❡s ❛t ❛ ❧♦✇❡r ✜❡❧❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡t✉r♥ t♦ t❤❡ ❡♥❡r❣❡t✐❝❛❧❧②
❢❛✈♦r❡❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✭✺✮✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t t❤❡ ❤②st❡r❡s✐s ❝✉r✈❡ ✐s s❤✐❢t❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❛①✐s✳
❆ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❊❇ ❡✛❡❝t ✐s ♦❢ ❣r❡❛t ✐♥t❡r❡st ♥♦t ♦♥❧② ❢r♦♠
t❤❡ s❝✐❡♥t✐✜❝ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✳ ❆ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❊❇ ❛❧s♦ ♠✐❣❤t ♦♣❡♥ ✉♣
✶✹
✸✳✷ ▲❛✵✳✺❙r✵✳✺▼♥❖✸✴❇❛❚✐❖✸✿ ❆rt✐✜❝✐❛❧ ▼✉❧t✐❢❡rr♦✐❝✐t②
❝♦♠♣❧❡t❡❧② ♥❡✇ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r ♠♦❞❡r♥ s♣✐♥tr♦♥✐❝ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❊❇ ❡✛❡❝t ❛❧r❡❛❞② ✐s ❛♣♣❧✐❡❞
❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ s♣✐♥ ✈❛❧✈❡s ♦❢ st♦r❛❣❡ ♠❡❞✐❛✱ r❡❛❞♦✉t s❡♥s♦rs ♦r ▼❛❣♥❡t✐❝ ❘❛♥❞♦♠ ❆❝❝❡ss ▼❡♠♦r✐❡s
✭▼❘❆▼✮✳ ◆❡✇ ❞❡✈✐❝❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♠✐❣❤t ❛r✐s❡ ❢r♦♠ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❊❇ ✐♥ ♦①✐❞❡ ❤❡t❡r♦str✉❝t✉r❡s✳ ❖♥❡
r❡❝❡♥t ❡①❛♠♣❧❡ ✐s t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❞✐st✐♥❝t ❡①❝❤❛♥❣❡ ❜✐❛s st❛t❡s ✐♥ ❜✐❧❛②❡rs ♦❢ ❢❡rr♦✲
♠❛❣♥❡t✐❝ ▲❛✵✳✻✻❙r✵✳✸✸▼♥❖✸ ❛♥❞ ❢❡rr♦❡❧❡❝tr✐❝✴❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❇✐❋❡❖✸ ❜② s✇✐t❝❤✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝
♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❇✐❋❡❖✸ ❬✶✾❪✳
❙♦♠❡ ②❡❛rs ❛❣♦✱ t❤❡ ❊❇ ❡✛❡❝t ✇❛s ❢♦✉♥❞ ✐♥ ▲❙▼❖✴❙❚❖ ♠✉❧t✐❧❛②❡rs ❜② ❩❤✉ ❡t ❛❧ ❬✶✱✶✼✱✶✽❪✳ ❙✐♥❝❡
t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♥♦♠✐♥❛❧ ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ s②st❡♠ ✐t ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ t❤❛t ❛♥ ❞✐s♦r❞❡r❡❞
s♣✐♥ st❛t❡ ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❝r❡❛t❡s t❤❡ ❊❇ ♣r♦❜❛❜❧② ♠♦st ❧✐❦❡❧② ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ str❛✐♥ ♠❡❞✐❛t❡❞ ❜②
t❤❡ ❙❚❖✳ ❆ ✈❡rt✐❝❛❧ s❤✐❢t ♦❢ t❤❡ ❤②st❡r❡s✐s ❧♦♦♣s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ❛①✐s ✇❛s ❛ ❤✐♥t ❢♦r t❤✐s
❛ss✉♠♣t✐♦♥✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t ✐♥ ❝❛s❡ t❤❡ ❊❇ ❡✛❡❝t ✐s ♣✉r❡❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ▲❙▼❖ ❧❛②❡r
❛♥❞ t❤❡ ❙❚❖ s✉❜str❛t❡ ✐s ♦♥❧② ♥❡❡❞❡❞ t♦ ♠❡❞✐❛t❡ t❤❡ str❛✐♥✱ ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ❤❛✈✐♥❣
t♦ ❝❤♦s❡ ❛♥ ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t ♦♥ t❤❡ ♦♥❡ s✐❞❡ ❛♥❞ ❛ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧
✐♥t❡r❢❛❝❡ t♦ ❝r❡❛t❡ ❛♥ ❊❇ ❡✛❡❝t✳ ❚❤✐s ♦♣❡♥s ✉♣ t❤❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② ♦❢ ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠❛t❡r✐❛❧
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❛s ❧♦♥❣ ❛s ✐t s❡ts t❤❡ r✐❣❤t str❛✐♥ t♦ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❧❛②❡r✳ ▲✐❦❡ ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ ✐t ✇♦✉❧❞
♥♦t ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❛t ❛❧❧✱ ❜✉t ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ♦t❤❡r ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ♣♦ss✐❜❧② ❝r❡❛t❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧②
♥❡✇ ❛♥❞ ♠♦r❡ ✈❡rs❛t✐❧❡ ❡✛❡❝ts✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ▲❛✵✳✻✻❙r✵✳✸✸▼♥❖✸✴❙r❚✐❖✸ t❤✐♥ ✜❧♠ s②st❡♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
❛♥❛❧②s❡❞ ✇✐t❤ t✇♦ ♠❛❥♦r ♦❜❥❡❝t✐✈❡s✿ ✜rst t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❛♥❞ str❡♥❣t❤ ♦❢
t❤❡ ❡✛❡❝t ❝❛♥ ❜❡ t✉♥❡❞ ❜② t❤❡ ❣r♦✇t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s❀ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠❛✐♥ ❛s♣❡❝t ✇❛s t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❞❡♣t❤ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ♣♦❧❛r✐③❡❞ ♥❡✉tr♦♥ r❡✢❡❝t♦♠❡tr② ❛♥❞
r❡s♦♥❛♥t ①✲r❛② ♠❛❣♥❡t✐❝ r❡✢❡❝t♦♠❡tr② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛♥t✐❢❡rr♦❛♠❣♥❡t✐❝ ❧❛②❡r
✐s ❝r❡❛t❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❝❛✉s❡ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❊❇✳
✸✳✷ ▲❛✵✳✺❙r✵✳✺▼♥❖✸✴❇❛❚✐❖✸✿ ❆rt✐✜❝✐❛❧ ▼✉❧t✐❢❡rr♦✐❝✐t②
▼✉❧t✐❢❡rr♦✐❝s ❛r❡ ♠❛t❡r✐❛❧s t❤❛t ❡①❤✐❜✐t ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ✏❢❡rr♦✐❝✑ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐♥ ♠♦st
❝❛s❡s ❢❡rr♦❡❧❡❝tr✐❝✐t② ❛♥❞ s♦♠❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♦r❞❡r ✭❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐s♠ ♦r ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐s♠✮
✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♣❤❛s❡✳ ❚❤❡ s❡❛r❝❤ ❢♦r ♠❛t❡r✐❛❧s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♦r❞❡r✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝♦♥tr♦❧ ❡❛❝❤
♦t❤❡r ✐♥ ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② str♦♥❣ ✇❛②✱ ❤❛s st✐♠✉❧❛t❡❞ str♦♥❣ r❡s❡❛r❝❤ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❧❛st ②❡❛rs
❞✉❡ t♦ t❤❡✐r t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ❬✻✱ ✻✽❪✳ ❊✳❣✳ ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ t❤❡ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐s♠ ❜② ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝
✜❡❧❞ ✈✐❛ t❤❡ ❢❡rr♦❡❧❡❝tr✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ❜r❡❛❦t❤r♦✉❣❤ ✐♥ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥
♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❞❛t❛ st♦r❛❣❡ ❞❡✈✐❝❡s✳ ❯s❡❞ ✐♥ ❘❛♥❞♦♠ ❆❝❝❡ss ▼❡♠♦r✐❡s ✭❘❆▼✮✱ ♠✉❧t✐❢❡rr♦✐❝s ❝♦✉❧❞
❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ ❜♦t❤ ❢❡rr♦❡❧❡❝tr✐❝ ❛♥❞ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❘❆▼ ✐♥ ❛ ❞❡✈✐❝❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ✐s ❡❧❡❝tr✐❝❛❧❧② ✇r✐tt❡♥ ❛♥❞ r❡❛❞ ✈✐❛ t❤❡ ❚✉♥♥❡❧ ▼❛❣♥❡t♦r❡s✐st❛♥❝❡ ✭❚▼❘✮ ❡✛❡❝t✳ ❍♦✇❡✈❡r
❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✷✳✷✱ ❢❡rr♦❡❧❡❝tr✐❝✐t② ❛♥❞ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐s♠ ❛r❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ♠✉t✉❛❧❧② ❡①❝❧✉s✐✈❡✿ t❤❡②
r❡q✉✐r❡ ❡♠♣t② ❛♥❞ ♣❛rt✐❛❧❧② ✜❧❧❡❞ d ♦r❜✐t❛❧s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ s✐♥❣❧❡✲♣❤❛s❡ ♠✉❧t✐❢❡rr♦✐❝✐t②
❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✉♥❞❡r ❡①❝❡♣t✐♦♥❛❧ ❝✐r❝✉♠st❛♥❝❡s ❬✷✽✕✸✵❪✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛♥
❤❡♥❝❡ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ t❤❡s❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ✐s ✈❡r② ✇❡❛❦✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛♠♣❡rs
t❤❡✐r ✇❛② t♦ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳
❖①✐❞❡ ❤❡t❡r♦str✉❝t✉r❡s ♦✛❡r s❡✈❡r❛❧ ♣r♦♠✐s✐♥❣ r♦✉t❡s t♦ ❝✐r❝✉♠✈❡♥t t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s ♦❢ ❡st❛❜❧✐s❤✐♥❣
♠✉❧t✐❢❡rr♦✐❝✐t② ✐♥ ❜✉❧❦ ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❋✐rst ♦❢ ❛❧❧ ❛s ❛❧r❡❛❞② ❛❞❞r❡ss❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✷✱ str❛✐♥ ❝❛♥
❝❤❛♥❣❡ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡t❡❧②✳ ❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ❊✉❚✐❖✸✱ ❛ ♣❛r❛❡❧❡❝tr✐❝ ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❜✉❧❦
♠❛t❡r✐❛❧✱ ❜❡❝♦♠❡s ❢❡rr♦❡❧❡❝tr✐❝ ❛♥❞ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✉♥❞❡r ❜✐❛①✐❛❧ str❛✐♥ ❬✻✾❪✳ ❆♥♦t❤❡r ♣♦ss✐❜❧❡
✇❛② ✐s t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♦r❞❡r✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs✿ ❜② ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ str♦♥❣ ❢❡rr♦❡❧❡❝tr✐❝
❛♥❞ ❛ str♦♥❣ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✱ ❛ ♠✉❝❤ str♦♥❣❡r ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✈✐❛ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞
❬✼✵✕✼✷❪ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ s✐♥❣❧❡✲♣❤❛s❡ ❜✉❧❦ ♠✉❧t✐❢❡rr♦✐❝s✳ ❖♥❡ ❡①❛♠♣❧❡ ❢♦r ❛ s✉❝❝❡ss❢✉❧ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥
♦❢ s✉❝❤ ❛ s②st❡♠ ✐s t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❜✐❛s st❛t❡ ✐♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞
▲❛✵✳✻✻❙r✵✳✸✸▼♥❖✸✴❇✐❋❡❖✸ ❜✐❧❛②❡rs ❬✶✾❪✳ ❘❡❝❡♥t❧②✱ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ s✉❝❤ ❝♦✉♣❧✐♥❣
✶✺
✸ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❆♥❛❧②s❡❞ ❖①✐❞✐❝ ❍❡t❡r♦str✉❝t✉r❡s
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ❬✷✱✼✸❪✳ ■♥ ❬✷❪ ✐t ✇❛s ♣r❡❞✐❝t❡❞ t❤❛t t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♦r❞❡r ✐♥ ▲❙▼❖
♥❡❛r ✺✵✪ ❞♦♣✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❛♥❣❡❞ ❜② s✇✐t❝❤✐♥❣ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❇❚❖✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t②
✈❛r✐❡s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❇❚❖ ♣♦✐♥ts t♦✇❛r❞s ♦r ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳
❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t✐❡s ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❜❡t✇❡❡♥ s✉♣❡r✲ ❛♥❞ ❞♦✉❜❧❡✲❡①❝❤❛♥❣❡
❢❛✈♦r✐♥❣ ❛ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♦r ❛♥ ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♦r❞❡r ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❢♦r t❤❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t
♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s t♦ ♣r❡♣❛r❡ ❤✐❣❤ q✉❛❧✐t② ▲❙▼❖✴❇❚❖ t❤✐♥ ✜❧♠ s❛♠♣❧❡s ❛♥❞ t♦ ❧♦♦❦ ❢♦r
t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡✛❡❝t✳ ❚♦ ❢♦r❝❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❇❚❖ t♦ ♣♦✐♥t
♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡✱ ❛ ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ str❛✐♥ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ s❡t ❜② t❤❡ s✉❜str❛t❡✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ ◆❜ ❞♦♣❡❞
❙❚❖ s✉❜str❛t❡s ❛r❡ ❝❤♦s❡♥✱ ✇❤✐❝❤ ♥♦t ♦♥❧② ❤❛✈❡ t❤❡ s✉✐t❛❜❧❡ ❧❛tt✐❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❝❛♥
❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ ❜♦tt♦♠ ❡❧❡❝tr♦❞❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❇❚❖ s❤♦✉❧❞ ❜❡ str❛✐♥❡❞ ❛s ♠✉❝❤ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡
❛t t❤❡ ▲❙▼❖ ✐♥t❡r❢❛❝❡✱ t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡✛❡❝t✳ ❉✉❡ t♦ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t❤✐s ❧✐♠✐ts t❤❡ ❇❚❖
t❤✐❝❦♥❡ss t♦ ❛❜♦✉t ✶✺ ✉♥✐t ❝❡❧❧s ❬✼✹❪✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♥❛❧②③❡❞ ❜② ♣♦❧❛r✐③❡❞ ♥❡✉tr♦♥
r❡✢❡❝t♦♠❡tr② ❛♥❞ r❡s♦♥❛♥t ①✲r❛② ♠❛❣♥❡t✐❝ r❡✢❡❝t♦♠❡tr②✱ ❛ ❝♦❤❡r❡♥t ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡
s✇✐t❝❤❛❜❧❡ ♦✈❡r ❛ ❧❛r❣❡ ❛r❡❛✳ ❇♦t❤✱ t❤❡ s♠❛❧❧ t❤✐❝❦♥❡ss ❛♥❞ t❤❡ ❧❛r❣❡ ❛r❡❛✱ ❛r❡ ✐♥ ❝♦♥✢✐❝t t♦ t❤❡
✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ❧❡❛❦❛❣❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❇❚❖ t❤✐♥ ✜❧♠s ❬✼✺❪✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛✉s❡ s❤♦rt❛❣❡ ❡✛❡❝ts ❛s s♦♦♥ ❛s t❤❡
✜❧♠ ❣❡ts t♦♦ t❤✐♥ ♦r t❤❡ ❛r❡❛ t♦♦ ❧❛r❣❡ ❛♥❞ t❤✉s r❡s✉❧t ✐♥ ❛ ♥♦t ❢❡rr♦❡❧❡❝tr✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❇❚❖
❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❛t ❤✐❣❤❡r t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ❧❡❛❦❛❣❡ ❝✉rr❡♥ts✱ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥s✉❧❛t✐♥❣
❙❚❖ ❧❛②❡r ✐s ❞❡♣♦s✐t❡❞ ✜rst t♦ ❛❝t ❛s ❛ s♣❛❝❡r ❧❛②❡r ❛♥❞ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦tt♦♠
❛♥❞ t♦♣ ❡❧❡❝tr♦❞❡✳
✶✻
✹ ❙❝❛tt❡r✐♥❣ t❤❡♦r②
❙❝❛tt❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ✉♥✐q✉❡ ♥♦♥✲❞❡str✉❝t✐✈❡ ✐♥s✐❣❤t t♦ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧✱ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❛♥❞
❡❧❡❝tr♦♥✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ♠❛tt❡r ♦♥ ❛♥ ❛t♦♠✐❝ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡✳ ❚❤❡ ♠♦st ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t
t❤❡ ♦①✐❞❡ ❤❡t❡r♦s❝tr✉❝t✉r❡s ✉♥❞❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s❡✈❡r❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t
s❝❛tt❡r✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ t❤❡ ❜❛s✐❝ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❝♦♥❝❡♣ts ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡
✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ❚❤❡ ❝♦♥❝❡♣ts ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♣t❡r ❛r❡ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❬✼✻❪✱ ✇❤❡r❡ ❛❧s♦ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s
❛❜♦✉t t❤✐s s✉❜❥❡❝t ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞✳
✹✳✶ ❇❛s✐❝ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ❛♥❞ ❇♦r♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ ❛ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡✈❡♥t ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✳ ❆ ❜❡❛♠ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s
✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐s ♣♦✐♥t✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✉♥❞❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
s♦✉r❝❡ ❛♥❞ s❛♠♣❧❡ ✉s✉❛❧❧② ✐s ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛s ❛ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡
✇✐t❤ ✇❛✈❡ ✈❡❝t♦r ~ki ✭✏❋r❛✉♥❤♦❢❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✏✮✳ ■♥ ❛ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡✈❡♥t✱ ❛♥ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡
❣❡ts s❝❛tt❡r❡❞ ❜② ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐♥t♦ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ❛♥❣❧❡s
2θ ❛♥❞ φ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ■t ❣❡ts ❞❡t❡❝t❡❞ ❛t ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠♣❧❡✱
✇❤❡r❡ ✐t ❛❣❛✐♥ ✐s ❥✉st✐✜❡❞ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❜② ❛ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡ ✇✐t❤ ✇❛✈❡ ✈❡❝t♦r ~kf ✳ ❉✉❡
t♦ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠
~ ~Q = ~
(
~kf − ~ki
)
✭✹✳✶✮
❤❛s ❜❡❡♥ tr❛♥s❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ~Q ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s ✑s❝❛tt❡r✐♥❣ ✈❡❝t♦r✏✳
■♥ t❤✐s ✇♦r❦ ♦♥❧② ❡❧❛st✐❝ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞✱ ✐✳❡✳ ♥♦ ❡♥❡r❣② ✐s tr❛♥s❢❡rr❡❞ t♦ ♦r ❢r♦♠ t❤❡
s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ |~ki| = | ~kf |✳ ■♥ ❛ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥t t❤❡ n′ ♣❛rt✐❝❧❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ✢✉① j ❛r❡
❞❡t❡❝t❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s❝❛tt❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ s♦❧✐❞ ❛♥❣❧❡ dΩ✱ t❤❛t ✐s ❝♦✈❡r❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r✳ ❚❤❡ ❛♥❣✉❧❛r
❞❡♣❡♥❞❡♥t s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ dσ/dΩ✿
dσ
dΩ
=
n′
jdΩ
✭✹✳✷✮
❚❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ♦❢ ❛ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐s t♦ ❡①tr❛❝t t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s
♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡r✐✈❡ ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r dσ/dΩ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ♥❡✉tr♦♥ ❜❡❛♠✱ t❤❡
❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥
(∆ + k2)Ψ =
2mn
~2
V (~r)Ψ ✭✹✳✸✮
♥❡❡❞s t♦ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❢♦r t❤❡ ♥❡✉tr♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❛♠♣❧✐t✉❞❡ Ψ✶✳ ❋♦r ❛♥ ✐♥❝✐❞❡♥t ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡
Ψ0 = ei
~k~r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✸✮ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥✈❡rt❡❞ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥t❡❣r❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥✿
Ψ(~r) = Ψ0(~r) +
2mn
~2
∫
G(~r, ~r′)V (~r′)Ψ(~r)d3r′ ✭✹✳✹✮
✶❢♦r ①✲r❛②s ✐♥st❡❛❞ t❤❡ ▼❛①✇❡❧❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t✱ ✐❢ ❛ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞
✭❡✳❣✳ r❡✢❡❝t♦♠❡tr②✮✳ ❙✐♥❝❡ t❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ t❤❡
t❤❡♦r② ✐s ✈❡r② s✐♠✐❧❛r ❢r♦♠ t❤❛t ♣♦✐♥t✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❢♦r♠❛❧❧② tr✉❡ ❢♦r ①✲r❛②s ❛s ✇❡❧❧ ❡✈❡♥
t❤♦✉❣❤ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t✳
✶✼
✹ ❙❝❛tt❡r✐♥❣ t❤❡♦r②
  
k
i
k
f
φ
θ
x
y
z
dΩ
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ ❙❝❛tt❡r✐♥❣ ❣❡♦♠❡tr② ❢♦r ❛ ❣❡♥❡r❛❧ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡✈❡♥t ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ✇✐t❤ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ✇❛✈❡✈❡❝t♦r
ki ❛♥❞ ♦✉t❣♦✐♥❣ ✇❛✈❡✈❡❝t♦r kf
✇❤❡r❡ G(~r, ~r′) ✐s t❤❡ ●r❡❡♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
(∆ + k2)G(~r, ~r′) = δ(~r − ~r′) ✭✹✳✺✮
❚❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ✐♥t❡❣r❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✹✮ ✭✑▲✐♣♣♠❛♥♥✲❙❝❤✇✐♥❣❡r✏ ❡q✉❛t✐♦♥✮ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ✐t❡r❛t✐✈❡❧②
❜② s✉❜st✐t✉t✐♥❣ t❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r Ψ(~r) ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ❢♦r Ψ(~r′)✳ ❚❤✐s s✉❜s❡q✉❡♥t❧② r❡s✉❧ts
✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧ V ✭✑❇♦r♥✲s❡r✐❡s✏✮✳ ❋♦r ✇❡❛❦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
♣♦t❡♥t✐❛❧s t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❛❧r❡❛❞② ✐s ❛ ✈❡r② ❣♦♦❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❲✐t❤ G(~r, ~r′) = e
i~k|~r−~r′|
4π|~r−~r′|
❛s ❛
s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✹✳✺✮ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s✿
Ψ1(~r) = ei
~k~r +
2mn
~2
∫
ei
~k|~r−~r′|
4π|~r − ~r′|
V (~r′)ei
~k~r′d3r′ ✭✹✳✻✮
❚❤✐s ❞❡s❝r✐❜❡s ❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡ ✭✜rst t❡r♠✮ ✇✐t❤ t❤❡ s❝❛tt❡r❡❞ ✇❛✈❡
✭s❡❝♦♥❞ t❡r♠✮✳ ❖♥❧② ♦♥❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡✈❡♥t ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ✹✳✻✳ ❆s ❡①♣❡❝t❡❞ ❢♦r str♦♥❣❡r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
♣♦t❡♥t✐❛❧s V ♠✉❧t✐♣❧❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡✈❡♥ts ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❇♦r♥ s❡r✐❡s ♥❡❡❞ t♦
❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r t❡r♠ ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r ♣❛rt✐❝❧❡s ❜❡✐♥❣ s❝❛tt❡r❡❞
t✇✐❝❡✱ t❤❡ t❤✐r❞ t❡r♠ ❢♦r ♣❛rt✐❝❧❡ ❜❡✐♥❣ s❝❛tt❡r❡❞ t❤r❡❡ t✐♠❡s ❛♥❞ s♦ ♦♥✳
❋♦r ❧❛r❣❡ ❞✐st❛♥❝❡ ~R ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠♣❧❡✱ ❡✳❣✳ ❛t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r✱ ✭✹✳✻✮ ❜❡❝♦♠❡s✿
Ψ1(~r) = ei
~k ~R +
2mn
~2
ei
~k ~R
4πR
∫
V (~r′)ei
~Q~r′d3r′ ✭✹✳✼✮
✇❤✐❝❤ ✐s ❛ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡ ♣❧✉s ❛ s♣❤❡r✐❝❛❧ ✇❛✈❡ ❡♠✐tt❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ❙✐♥❝❡
dσ
dΩ ✇❛s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❞❡♣❡♥❞❡♥t s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ✐s
❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ sq✉❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ A( ~Q) ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r❡❞ ✇❛✈❡✿(
dσ
dΩ
)
neutrons
= |A( ~Q)|2 =
∣∣∣∣ mn2π~2
∫
V (~r)ei
~Q~rd3r
∣∣∣∣2 ✭✹✳✽✮
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ ✜rst ❇♦r♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥t❡♥s✐t② I ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡
sq✉❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ ❛ s✐♠✐❧❛r
✶✽
✹✳✷ ❳✲r❛② ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ✭❳❘❉✮
❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢♦r ①✲r❛② s❝❛tt❡r✐♥❣✳ ❙✐♥❝❡ ♣❤♦t♦♥s ❛r❡ ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t❧② ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣
✇✐t❤ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✱ ❢♦r ①✲r❛② s❝❛tt❡r✐♥❣ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r❡❞ ✇❛✈❡ ✐s
♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ρe✿(
dσ
dΩ
)
xray
= |A( ~Q)|2 ∝
∣∣∣∣
∫
ρee
i ~Q~rd3r
∣∣∣∣2 ✭✹✳✾✮
❚❤❡s❡ ❢♦r♠✉❧❛ r❡✈❡❛❧ t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ✑♣❤❛s❡ ♣r♦❜❧❡♠✏ ❢♦r s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✿ ❖♥❡ ❝❛♥ ♥♦t
s✐♠♣❧② ❞❡r✐✈❡ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❞❡♥s✐t② ❢r♦♠ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t②✱
❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❣❡ts ❧♦st ❜② t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡
sq✉❛r❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ✉s✉❛❧ ✇❛② t♦ ❛♥❛❧②③❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❞❛t❛ ✐s t♦ s❡t ✉♣ ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✱
❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✐♥t❡♥s✐t② ❛♥❞ r❡✜♥❡ ✐t ✉♥t✐❧ ✐t ♠❛t❝❤❡s t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✳
✹✳✷ ❳✲r❛② ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ✭❳❘❉✮
■♥ t❤✐s ✇♦r❦ ❳❘❉ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❡♣✐t❛①✐❛❧❧② ❣r♦✇♥ t❤✐♥
✜❧♠s✳ ❚♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ s❝❛tt❡r❡❞ ✐♥t❡♥s✐t② ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ ♠♦♥♦❝r②st❛❧❧✐♥❡ ❧❛②❡r✱ ♦♥❡ ♥❡❡❞s t♦ ❦♥♦✇ t❤❡
❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ρe ❢♦r t❤❡ t❤✐♥ ✜❧♠✳ ❋♦r t❤❡ s❛♠♣❧❡s ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ t❤❡ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ t❤✐♥ ✜❧♠s ✐s ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝r②st❛❧❧♦❣r❛♣❤✐❝ ❛①✐s✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❧❛②❡r ❝♦♥s✐sts ♦❢ N ✱ M
❛♥❞ P ✉♥✐t ❝❡❧❧s ❛❧♦♥❣ t❤❡ x✱ y ❛♥❞ z ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✇❤❡r❡ z s❤♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡
❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ❚❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ❝♦♥st❛♥ts ♦❢ t❤❡ t❤✐♥ ✜❧♠ ❛r❡ ~a✱ ~b ❛♥❞ ~c ✐♥ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡
❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ■♥ ❛♥❛❧♦❣② t♦ s✐♥❣❧❡ ❝r②st❛❧ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥✱ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ t❤✐♥ ✜❧♠ ❝❛♥ ❜❡
❞❡s❝r✐❜❡❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❛s ❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧❛tt✐❝❡ ❤❛✈✐♥❣ N ·M ·P ❧❛tt✐❝❡ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ ♦❢ t❤❡
✉♥✐t ❝❡❧❧ str✉❝t✉r❡✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ ρe ❝❛♥ ❜❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ t♦ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡
❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ρL t✐♠❡s t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ❢✉♥❝t✐♦♥
ρS ✭❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠✮✳ ρL ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦✿
ρL ∝
N−1∑
n=0
M−1∑
m=0
P−1∑
p=0
δ(~r − (n~a+m~b+ l~c)) ✭✹✳✶✵✮
❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ ρL ❜❡❝♦♠❡s ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ s❡r✐❡s
AL( ~Q) ∝
N−1∑
n=0
ein
~Q~a
M−1∑
m=0
eim
~Q~b
P−1∑
p=0
eip
~Q~c ✭✹✳✶✶✮
✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ r❡s✉❧t ✐♥ t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ✑▲❛✉❡✲❢✉♥❝t✐♦♥✑ ❢♦r t❤❡ s❝❛tt❡r❡❞ ✐♥t❡♥s✐t②✱ ✐❢ t❤❡ ✉♥✐t ❝❡❧❧
♦♥❧② ❝♦♥s✐sts ♦❢ ♦♥❡ ♣♦✐♥t❧✐❦❡ s❝❛tt❡r❡r✿
I( ~Q) ∝ sin
2 1
2N
~Q~a
sin2 12
~Q~a
· sin
2 1
2M
~Q~b
sin2 12
~Q~b
· sin
2 1
2P
~Q~c
sin2 12
~Q~c
✭✹✳✶✷✮
❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✷ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t ~Q ✐s ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ ~a✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛✐♥ ♠❛①✐♠❛
❢♦r Q = p · 2π/|~c| ✭❛♥❛❧♦❣♦✉s ❢♦r t❤❡ ♦t❤❡r ❞✐r❡❝t✐♦♥s✮✳ ❚❤❡s❡ ♠❛✐♥ ♠❛①✐♠❛ ❛r❡ t❤❡ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥
❇r❛❣❣ r❡✢❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❇r❛❣❣ r❡✢❡❝t✐♦♥s s❝❛❧❡ ✇✐t❤ N2✱ t❤❡ ✇✐❞t❤ ✇✐t❤ 2π/P ✳ ■✳❡✳
❢♦r ♦✉r ♠♦❞❡❧ ❧❛②❡r ✇✐t❤ ❣r♦✇t❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ ~c ♦♥❡ ❝❛♥ ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❡ ❧❛②❡r t❤✐❝❦♥❡ss
d = P · |~c| ❢r♦♠ t❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤❡ ✇✐❞t❤ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥t❧②
s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣❧❛♥❡s ✐♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❉✉❡ t♦ ❡✳❣✳ ❧❛tt✐❝❡ ✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥s✱ ♠♦s❛✐❝✐t② ♦r
str❛✐♥✱ t❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛②❡r ✭♦r ❝r②st❛❧✮ ✐♥ t❤✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ■♥
❛❞❞✐t✐♦♥ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r s❤❛r♣ ❇r❛❣❣ r❡✢❡❝t✐♦♥s✱ t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛❧s♦ ♠✐❣❤t ✐♥✢✉❡♥❝❡
t❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❇r❛❣❣ r❡✢❡❝t✐♦♥s✳
✶✾
✹ ❙❝❛tt❡r✐♥❣ t❤❡♦r②
✵
✺
✶✵
✶✺
✷✵
✷✺
✸✵
✲✷ ✲✶✳✺ ✲✶ ✲✵✳✺ ✵ ✵✳✺ ✶ ✶✳✺ ✷
■♥
t❡
♥s
✐t
②
◗❛✴✷π
◆❂✺
◆❂✶✵
❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ P❧♦t ♦❢ t❤❡ ▲❛✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ◆❂✺ ❛♥❞ ◆❂✶✵
❚❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❇r❛❣❣✲r❡✢❡❝t✐♦♥s ✐s ♠♦❞✉❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❢❛❝t♦r✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ❋♦✉r✐❡r✲
tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ ρS ✳ ❋♦r ❛ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ♦❢ ✈♦❧✉♠❡ VS = (~a × ~b) · ~c ✇✐t❤ L ❛t♦♠s ❛t ♣♦s✐t✐♦♥s ~rj ♦♥❡
♦❜t❛✐♥s ✇✐t❤ ~r = ~rj + ~r′ ❢♦r t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ str✉❝t✉r❡ ❢❛❝t♦r AS ♦❢ t❤❡ ✉♥✐t ❝❡❧❧✿
AS ∝
∫
VS
d3rρS(~r)e
i ~Q~r =
L∑
j=l
∫
Vj
d3rρS(~r)e
i ~Q~r =
L∑
j=l
ei
~Q~rj
∫
Vj
d3r′ρS(~r′)e
i ~Q~r′
︸ ︷︷ ︸
F 0j (
~Q)
✭✹✳✶✸✮
❍❡r❡ Vj ✐s t❤❡ ✏✈♦❧✉♠❡✑ ♦❢ ❛t♦♠ j✳ ❚❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ✐♥ t❤❡ ❧❛st st❡♣ ♥♦✇ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r♦♠ t❤❡
✉♥✐t ❝❡❧❧ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ t❤❡ ❛t♦♠ j✳ ■t ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛t♦♠✐❝
❢♦r♠ ❢❛❝t♦r F 0( ~Q)✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ t♦t❛❧ s❝❛tt❡r❡❞ ✐♥t❡♥s✐t② ❢r♦♠ ❛ s✐♥❣❧❡ ❧❛②❡r ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❇r❛❣❣
r❡✢❡❝t✐♦♥s ❛t ~Q ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ✐s ♠♦❞✉❧❛t❡❞ ❜②
t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❢❛❝t♦r ♦❢ t❤❡ ✉♥✐t ❝❡❧❧✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❢❛❝t♦r✱ ❇r❛❣❣ r❡✢❡❝t✐♦♥s ❝❛♥ ❡✈❡♥ ❜❡
❢♦r❜✐❞❞❡♥✳ ❋r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♣❛tt❡r♥ ♦♥❡ ❝❛♥ ❞❡❞✉❝❡ t❤❡ ✉♥✐t ❝❡❧❧ str✉❝t✉r❡✳
❚❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛❧s♦ tr✉❡ ❢♦r t❤❡ s✉❜str❛t❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ t❤✐♥ ✜❧♠s ❛r❡ ❞❡♣♦s✐t❡❞
♦♥✳ ❙✐♥❝❡ P t❡♥❞s t♦ ✐♥✜♥✐t② ❢♦r ❛ st❛♥❞❛r❞ s✉❜str❛t❡ ✇✐t❤ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ t❤✐❝❦♥❡ss✱ ♦♥❡ ✇♦✉❧❞
❡①♣❡❝t ✐♥✜♥✐t❡❧② s❤❛r♣ ✭❢♦r ❛ ♣❡r❢❡❝t ✐♥str✉♠❡♥t❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥✮ ❛♥❞ ✐♥✜♥✐t❡❧② ✐♥t❡♥s❡ ✭❧✐♠✐t❡❞ ❜②
t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❜❡❛♠ ✐♥t❡♥s✐t②✮ ❇r❛❣❣ r❡✢❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤✐s ✉♥♣❤②s✐❝❛❧ r❡s✉❧t ✐s t❤❛t
❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ s♦ ❢❛r✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ✈❛❧✐❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r s❝❛tt❡r✐♥❣ ❢r♦♠ t❤✐♥
✜❧♠s✳ ❋♦r t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ s✉❜str❛t❡ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞❛♠♣✐♥❣ ❢❛❝t♦r e−2l/τ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡
t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱ ✇❤❡r❡ τ ✐s t❤❡ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❞❡♣t❤ ♦❢ t❤❡ ①✲r❛②s ❛♥❞ l t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ tr❛✈❡❧❡❞ ❜②
t❤❡ ①✲r❛②s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤✐s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥
r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ▲♦r❡♥t③✐❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ µ
µ2+Q2
✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✇✐❞t❤ µ ✐s ❛♥t✐♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦
t❤❡ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❞❡♣t❤ τ ✳
■♥ s✉♠♠❛r②✱ ❢♦r ❳❘❉ ❛t ♠♦♥♦❝r②st❛❧❧✐♥❡ s✐♥❣❧❡ ♦r ❜✐❧❛②❡rs ❞❡♣♦s✐t❡❞ ♦♥ ❛ ♠♦♥♦❝r②st❛❧❧✐♥❡ s✉❜✲
str❛t❡✱ ❇r❛❣❣ r❡✢❡❝t✐♦♥s ❢♦r ❡❛❝❤ ❧❛②❡r ❛♥❞ t❤❡ s✉❜str❛t❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞✳ ❋♦r ❛ s✉❜str❛t❡ ♦❢ ❣♦♦❞
✷✵
✹✳✸ ●r❛③✐♥❣ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ s❝❛tt❡r✐♥❣
str✉❝t✉r❛❧ q✉❛❧✐t② t❤❡ ❇r❛❣❣ r❡✢❡❝t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❛ ▲♦r❡♥t③✐❛♥✲❝✉r✈❡ s❤❛♣❡✳ ❋♦r t❤❡ t❤✐♥ ✜❧♠s
t❤❡② ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ▲❛✉❡✲❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥s ✐s ♠♦❞✉❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
str✉❝t✉r❡ ❢❛❝t♦r✳
✹✳✸ ●r❛③✐♥❣ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ s❝❛tt❡r✐♥❣
✹✳✸✳✶ ❈♦♥t✐♥✉✉♠ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥
●r❛③✐♥❣ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✐s ❛ ✈❡r② ♣♦✇❡r❢✉❧ t❡❝❤♥✐q✉❡ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❞❡♣t❤ r❡s♦❧✈❡❞ ♠❡s♦s❝♦♣✐❝
♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤✐♥ ✜❧♠s✳ ❚❤❡ st❛♥❞❛r❞ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❣❡♦♠❡tr② ❢r♦♠ ❛ s✐♥❣❧❡ s✉r❢❛❝❡ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡
✹✳✸✳ ❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ s♠❛❧❧ ❛♥❣❧❡s θ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥❝✐❞❡♥t ❜❡❛♠ ❛♥❞ s❛♠♣❧❡
s✉r❢❛❝❡✳ ❖♥❧② t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s♣❡❝✉❧❛r r❡✢❡❝t✐✈✐t②✱ ❡✳❣✳ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❛♥❣❧❡ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♦✉t❣♦✐♥❣
❛♥❣❧❡✱ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❤❡r❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✿ ❉❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ s②♠❜♦❧s ❢♦r t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ r❡✢❡❝t♦♠❡tr② ❡①♣❡r✐♠❡♥t
❋♦r s♠❛❧❧ ❛♥❣❧❡s θ ❛❧s♦ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✈❡❝t♦r ~Q ✐s s♠❛❧❧✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❢r♦♠ ❢♦r♠✉❧❛ ✭✹✳✾✮ t❤❛t
t❤❡ ❇♦r♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❤♦❧❞ ❢♦r s♠❛❧❧ ~Q✱ ❛s ✐t ♣r❡❞✐❝ts ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ✐♥t❡♥s✐t②✳ ❚❤❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❜r❡❛❦s ❞♦✇♥✱ s✐♥❝❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡✈❡♥ts ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ❛♥② ♠♦r❡ ✐♥
t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ✈❡r② s✉r❢❛❝❡ s❡♥s✐t✐✈❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❬✼✼❪✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦
s♦❧✈❡ ❢♦r♠✉❧❛ ✭✹✳✸✮ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ t❛❦❡♥✳ ❆ q✉✐t❡ ❣r❛♣❤✐❝ ❛r❣✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ♠❛❦❡s ❝❧❡❛r t❤❛t ❣r❛③✐♥❣
✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ ♥♦t s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ str✉❝t✉r❡s ♦♥ ❛♥ ❛t♦♠✐❝ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡ ✭✜❣✉r❡ ✹✳✹✮✿ ❚❤❡
str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❛ t❤✐♥ ✜❧♠ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❜② ❛♥ ✉♥❞✐st✉r❜❡❞ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ♣❡r✐♦❞✐❝
❧❛tt✐❝❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡ ♠❡s♦s❝♦♣✐❝ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ❙✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐♥ t❤❡
♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤✐s ♣r♦❞✉❝t ✭✇❤✐❝❤ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞
✐♥t❡♥s✐t② ✐♥ t❤❡ r❡✢❡❝t♦♠❡tr② ❡①♣❡r✐♠❡♥t✮ ❣✐✈❡s t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ Q s♣❛❝❡✳ ❋♦r
s♠❛❧❧ ~Q ♦♥❧② ❛ ❞❡❧t❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛t Q = 0 ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r t❤❡ r❡✢❡❝t♦♠❡tr② ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳
❇❛❝❦✲tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ r❡❛❧ s♣❛❝❡ r❡✈❡❛❧s t❤❛t t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❧♦st✳
❍❡♥❝❡✱ ❡❛❝❤ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐♥ t❤❡ t❤✐♥ ✜❧♠ s②st❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ ❝♦♠♣❧❡① ✐♥❞❡① ♦❢ r❡❢r❛❝t✐♦♥
nt = kf/k✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ r❡❛❧ ♣❛rt ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ r❡❢r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❙♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ s❛♠❡ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ r❡s✉❧t t❤❛t t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣
✇❛✈❡ ✐s ♣❛rt❧② r❡✢❡❝t❡❞ ❛♥❞ ♣❛rt❧② tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❛t t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥
r❡✢❡❝t❡❞ ❛♥❞ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❜❡❛♠ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts R ❛♥❞ T
✭✑❋r❡s♥❡❧ ❢♦r♠✉❧❛s✑✮✿
R =
∣∣∣∣θ − nθtθ + nθt
∣∣∣∣2 ✭✹✳✶✹✮
T =
∣∣∣∣ 2θθ + nθt
∣∣∣∣2 ✭✹✳✶✺✮
✷✶
✹ ❙❝❛tt❡r✐♥❣ t❤❡♦r②
❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✿ ●r❛♣❤✐❝❛❧ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♥♦♥✲s❡♥s✐t✐✈✐t② t♦ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡s ✐♥ ❛ r❡✢❡❝t♦♠❡tr②
❡①♣❡r✐♠❡♥t ✭t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❬✼✻❪✮✳
✇❤❡r❡ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❜❡❛♠ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② n = cosθ/cosθt ✭❙♥❡❧❧✬s ❧❛✇✮✳ ■♥ t❤❡
♥❡①t t✇♦ s❡❝t✐♦♥s ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ✐♥❞✐❝❡s ♦❢ r❡❢r❛❝t✐♦♥ ❢♦r ❜♦t❤ ①✲r❛② ❛♥❞ ♥❡✉tr♦♥
r❡✢❡❝t✐✈✐t② ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❛r❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ✶✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛✉s❡s t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❜❡❛♠ t♦ ❜❡ r❡❢r❛❝t❡❞
t♦✇❛r❞s t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❢♦r ✐♥❝✐❞❡♥t ❛♥❣❧❡s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ❛♥❣❧❡ θc t❤❡r❡ ✐s ♥♦
❜❡❛♠ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❜❡❛♠ ✐s r❡✢❡❝t❡❞ ✭r❡❣✐♦♥ ♦❢ t♦t❛❧ r❡✢❡❝t✐♦♥✮✳ ■t
❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ❢♦r ❧❛r❣❡r ❛♥❣❧❡s t❤❛♥ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❛♥❣❧❡✱ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ✐♥t❡♥s✐t② ❢♦r ❛ ♣❡r❢❡❝t❧②
s♠♦♦t❤ s✉r❢❛❝❡ ❞❡❝r❡❛s❡s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦Qz−4 ❬✼✽❪✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ r♦✉❣❤♥❡ss ❝❛♥ ❜❡ t❛❦❡♥ ❛❝❝♦✉♥t
❜② ❛ ❉❡❜②❡✲❲❛❧❧❡r ❢❛❝t♦r✱ ✇❤✐❝❤ t❤❡♥ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛♥ ✐♥t❡♥s✐t② ❞r♦♣ I(Qz) ∝ Qz−4exp(−Qz2σ2)✳
❍❡r❡ σ ✐s t❤❡ r♦♦t ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ✭r♠s✮ r♦✉❣❤♥❡ss ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
r❡❛❧ s✉r❢❛❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ✐❞❡❛❧ s✉r❢❛❝❡✳ ■t t❤❡r❡❢♦r❡ ❤❛s t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ ✐s
✉s✉❛❧❧② ❣✐✈❡♥ ✐♥ ♥♠ ♦r ➴✳
❙♦ ❢❛r✱ ♦♥❧② ❛ s✐♥❣❧❡ s✉r❢❛❝❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞✐s❝✉ss❡❞✳ ❋♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❧❛②❡r t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❜❡❛♠
✐s ♣❛rt❧② r❡✢❡❝t❡❞ ❛♥❞ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❛❧s♦ ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ t♦ t❤❡ s✉❜str❛t❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❋r❡s♥❡❧
❢♦r♠✉❧❛s✱ ✇❤✐❝❤ ♥♦✇ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥❞✐❝❡s ♦❢ r❡❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛②❡r ❛♥❞ t❤❡ s✉❜str❛t❡✳ ❚❤❡
r❡s✉❧t✐♥❣ t♦t❛❧ r❡✢❡❝t❡❞ ✐♥t❡♥s✐t② t❤❡♥ ✐s ❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ❜❡❛♠s ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞
t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ▲✐❦❡ ✐♥ ♦♣t✐❝s✱ ❛t ❝❡rt❛✐♥ ❛♥❣❧❡s t❤❡ ♣❛t❤ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ r❡✢❡❝t❡❞ ❜❡❛♠s
❧❡❛❞s t♦ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ ♦r ❞❡str✉❝t✐✈❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ✭✜❣✉r❡ ✹✳✺✮✳ ❇② s✐♠♣❧❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s
♦♥❡ ✜♥❞s ❢♦r θt ≈ θ t❤❛t ❢♦r ❛ ❧❛②❡r ♦❢ t❤✐❝❦♥❡ss d t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❛t ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❢✉❧✜❧❧❡❞ ✐s
✭❇r❛❣❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✮✿
λ = 2d · sinθ ✭✹✳✶✻✮
❚❤❡s❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❡✛❡❝ts r❡s✉❧t ✐♥ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t♦♠❡tr② ❝✉r✈❡ ❛t ❛♥❣❧❡s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡
❝r✐t✐❝❛❧ ❛♥❣❧❡✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥❞✐❝❡s ♦❢ r❡❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❧❛②❡r ❛♥❞ s✉❜str❛t❡
♠❛t❡r✐❛❧ ✭❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❝♦♥tr❛st✮✱ t❤❡ str♦♥❣❡r ❛r❡ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❧❛②❡rs
❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ✐♥ ❛♥ ❛♥❛❧♦❣♦✉s ✇❛②✳ ❚❤❡ r❡✢❡❝t♦♠❡tr② ♣❛tt❡r♥ ♠✐❣❤t ❧♦♦❦ ♠♦r❡ ✐rr❡❣✉❧❛r✱
✷✷
✹✳✸ ●r❛③✐♥❣ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ s❝❛tt❡r✐♥❣
s✐♥❝❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❡✛❡❝ts ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ r❡✢❡❝t❡❞ ❜❡❛♠s ❛t t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
✐♥t❡r❢❛❝❡s ♦❝❝✉r✳ ❊❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❧❛②❡rs t❤❡♥ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ❝♦♠♣❧❡① ✐♥❞❡① ♦❢ r❡❢r❛❝t✐♦♥✱ ❛ ❧❛②❡r
t❤✐❝❦♥❡ss ❛♥❞ ❛ ❧❛②❡r r♦✉❣❤♥❡ss✳ ❆ ❢♦r♠❛❧✐s♠ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❝♦♠♣❧❡① ❧❛②❡r❡❞ str✉❝t✉r❡s ♠❛t❤❡♠❛t✲
✐❝❛❧❧② ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② P❛rr❛tt ❬✼✾❪✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❜♦t❤ ①✲r❛②
❛♥❞ ♥❡✉tr♦♥ r❡✢❡❝t♦♠❡tr②✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❞❞r❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t t✇♦ s❡❝t✐♦♥s✳
  
Substrate
θ
d
n
θ θ
θθ
❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✿ ❘❡✢❡❝t♦♠❡tr② ❢r♦♠ ❛ s✐♥❣❧❡ ❧❛②❡r✿ ❚❤❡ ♣❛t❤ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜❡❛♠ r❡✢❡❝t❡❞ ❛t t❤❡
s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❇r❛❣❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡
✹✳✸✳✷ ❳✲r❛② r❡✢❡❝t♦♠❡tr② ✭❳❘❘✮
❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ①✲r❛② ❛♥❞ ♥❡✉tr♦♥ r❡✢❡❝t♦♠❡tr② ✐s t❤❡ ✇❛② ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❢♦r ❜♦t❤
♠❡t❤♦❞s✿ P❤♦t♦♥s ❛r❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ✐♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❞✉❝t❡❞ ❢r♦♠ ❡❧❡❝tr♦❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ ❣✐✈❡s
V =
e2
2mc2
A2 − e
mc
~p ~A ✭✹✳✶✼✮
✇❤❡r❡ ~A ✐s t❤❡ ✈❡❝t♦r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ ~p t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ♠♦♠❡♥t✉♠✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t❤❡ ♣❤♦t♦♥s ♠✐❣❤t
❛❧s♦ ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ s♣✐♥ ♠♦♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s✱ ②❡t t❤✐s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐s ♠✉❝❤ ✇❡❛❦❡r t❤❛♥
t❤❡ ❝❤❛r❣❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛♥❞ ♥❡❡❞s ♥♦t t♦ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ♥♦♥✲r❡s♦♥❛♥t ❝❛s❡ ♦❢ ❳❘❘✳
❇② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ▼❛①✇❡❧❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ✐♥❞❡① ♦❢ r❡❢r❛❝t✐♦♥ ❢♦r ❳❘❘
✐s ❣✐✈❡♥ ❜②
n = 1− NA
2π
r0λ
2
∑
j
ρjFj = 1− δ − iβ ✭✹✳✶✽✮
✇❤❡r❡ r0 = e2/4πǫ0mec2 = 2.818× 10−15♠ ✐s t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❡❧❡❝tr♦♥ r❛❞✐✉s✱ λ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✱ ρj
t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧ j✳ Fj ✐s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❛t♦♠✐❝ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❢❛❝t♦r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧
✇r✐tt❡♥ ❛s✿
F ( ~Q, ω) = F 0( ~Q) + F ′(ω)− iF ′′(ω) =: f1(ω)− if2(ω) ✭✹✳✶✾✮
❍❡r❡ F 0( ~Q) ✐s t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ❢♦r♠ ❢❛❝t♦r✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ✭✹✳✶✸✮✳ F ′(ω) ❛♥❞
F ′′(ω) ❛r❡ t❤❡ ❛♥♦♠❛❧♦✉s s❝❛tt❡r✐♥❣ ❢❛❝t♦rs✱ ✇❤✐❝❤ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t r❡❢r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❛❜s♦r♣t✐♦♥
♣r♦❝❡ss❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡② ❜❡❝♦♠❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r r❡s♦♥❛♥t ①✲r❛② s❝❛tt❡r✐♥❣ ✭s❡❝t✐♦♥
✹✳✸✳✹✮✳ ❚❤❡ t❛❜✉❧❛t❡❞ ✈❛❧✉❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ t❛❦❡♥ ❢♦r ❳❘❘ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ✉s✉❛❧❧② ❛r❡ t❤❡ ❍❡♥❦❡✲
●✉❧❧✐❦s♦♥ ❢❛❝t♦rs f1 ❛♥❞ f2 ❬✽✵❪✳ f2 ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ q✉✐t❡ ❡❛s✐❧② ✐♥ ❛♥ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳
❙✐♥❝❡ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ t❤❛t f1 ❛♥❞ f2 ❛r❡ ♥♦t ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✱ f1 ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✱ ✐❢ f2 ✐s ❦♥♦✇♥
✭❑r❛♠❡rs✲❑r♦♥✐❣ r❡❧❛t✐♦♥ ❬✽✶✱✽✷❪✮✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ ♥❡✉tr♦♥s ✭s❡❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✮ ❛ r❡❛❧ ❛♥❞ ✐♠❛❣✐♥❛r②
✷✸
✹ ❙❝❛tt❡r✐♥❣ t❤❡♦r②
♣❛rt ♦❢ ❛ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❧❡♥❣t❤ ❞❡♥s✐t② ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② s❡tt✐♥❣✿
δ =
λ2
2π
·Nb′r ✭✹✳✷✵✮
β =
λ2
2π
·Nb′′r ✭✹✳✷✶✮
✇❤❡r❡ N ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❝❛tt❡r✐♥❣ s✐t❡s ♣❡r ✈♦❧✉♠❡ ❛♥❞ b′r ❛♥❞ b
′′
r ❛r❡ t❤❡ r❡❛❧ ❛♥❞ ✐♠❛❣✐♥❛r②
♣❛rts ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① s❝❛tt❡r✐♥❣ ❧❡♥❣t❤✳
✹✳✸✳✸ P♦❧❛r✐③❡❞ ◆❡✉tr♦♥ r❡✢❡❝t♦♠❡tr② ✭P◆❘✮
❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ ❳❘❘✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❞❡r✐✈❡ ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ✐♥❞❡① ♦❢ r❡❢r❛❝t✐♦♥ ❜② s♦❧✈✐♥❣
❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✸✮✿
n = kn/k =
√
1− λ
2
π
∑
i
biρi ≈ 1− λ
2
2π
∑
i
biρi ✭✹✳✷✷✮
✇❤❡r❡ bi ♥♦✇ ✐s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① s❝❛tt❡r✐♥❣ ❧❡♥❣t❤ ❢♦r ❛t♦♠s ♦❢ t②♣❡ i✳ ❚❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ✈❛❧✐❞✱
❛s ❢♦r ♥❡✉tr♦♥s n ✐s ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ ✶✳ ❚❤❡ ❜✐❣ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ t♦ ❳❘❘ ✐s t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ♦❢
♥❡✉tr♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠♣❧❡✿ ◆❡✉tr♦♥s ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉❝❧❡✐ ♦❢ t❤❡ ❛t♦♠s ✐♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✈✐❛ t❤❡
str♦♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡② ❛❧s♦ ✐♥t❡r❛❝t ✈✐❛ ❞✐♣♦❧✲❞✐♣♦❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝
♠♦♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✉♥♣❛✐r❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ❋♦r ♥❡✉tr♦♥s ❜♦t❤ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦
❛❝❝♦✉♥t✱ s✐♥❝❡ t❤❡② ❛r❡ ♦❢ s✐♠✐❧❛r ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦♣❡r❛t♦r
❢♦r ♥❡✉tr♦♥s t❤✉s ❜❡❝♦♠❡s✿
Vˆ =
2π~2
mn
(
ρN 1ˆ + ρM σˆ · b
)
✭✹✳✷✸✮
✇❤❡r❡ σˆ ✐s t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ P❛✉❧✐✲♠❛tr✐❝❡s ❛♥❞ b t❤❡ ✉♥✐t② ✈❡❝t♦r ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡
♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥✳ ρN ❛♥❞ ρM ❛r❡ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❧❡♥❣t❤ ❞❡♥s✐t✐❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❚❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥♦t ♦♥❧② ♦♥ t❤❡
❝❤❡♠✐❝❛❧ ✭❧✐❦❡ ✐♥ ❳❘❘✮✱ ❜✉t ❛❧s♦ ♦♥ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❞❡♣t❤ ♣r♦✜❧❡✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✻ s❤♦✇s t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢
❛ t②♣✐❝❛❧ P◆❘ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❆♥ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ~H ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✇❤✐❝❤ ❝❛✉s❡s
❛ s❛♠♣❧❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ~B ✇✐t❤ t✇♦ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♣❛r❛❧❧❡❧ ✭B‖✮ ❛♥❞ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r ✭B⊥✮ t♦
~H✳ ~H ❛❧s♦ s❡ts ❛ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ❛①✐s ❢♦r ♥❡✉tr♦♥ ❜❡❛♠ t❤❛t ✐s r❡✢❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠♣❧❡s s✉r❢❛❝❡✿
❚❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ♥❡✉tr♦♥ ❜❡❛♠ ✐s ♣♦❧❛r✐③❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♥❡✉tr♦♥ s♣✐♥s ♦r✐❡♥t❡❞ ❡✐t❤❡r ♣❛r❛❧❧❡❧ ✭❯♣✮ ♦r
❛♥t✐✲♣❛r❛❧❧❡❧ ✭❉♦✇♥✮ t♦ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❜❡❛♠s t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t②
♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ❜❡❛♠ ❛❣❛✐♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥t r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❢♦✉r ♣♦ss✐❜❧❡
❝❤❛♥♥❡❧s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✭❯♣✲❯♣✱ ❉♦✇♥✲❉♦✇♥✱ ❯♣✲❉♦✇♥✱ ❉♦✇♥✲❯♣✮✳
❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ♥❡✉tr♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡s ✇✐t❤ ✇❛✈❡ ✈❡❝t♦r ~k0 ❛♥❞
❡♥❡r❣② ~2k20/(2m)✱ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦♣❡r❛t♦r ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✷✸✮ ❧❡❛❞s t♦ ❛ s❡t ♦❢ ❝♦✉♣❧❡❞
♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ t✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡ s♣✐♥♦r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts Ψ+ ✭❯♣✮ ❛♥❞ Ψ− ✭❉♦✇♥✮ ♦❢
t❤❡ ♥❡✉tr♦♥s✿
Ψ′′+(z) +
[
k2z − 4π(ρN − ρMb‖)
]
Ψ+(z) = 4πρMb⊥Ψ−(z) ✭✹✳✷✹✮
Ψ′′−(z) +
[
k2z − 4π(ρN + ρMb‖)
]
Ψ−(z) = 4πρMb⊥Ψ+(z) ✭✹✳✷✺✮
❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❡♥❛❜❧❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t✐✈✐t② ❢♦r t❤❡ ❢♦✉r ❛❜♦✈❡ ♠❡♥✲
t✐♦♥❡❞ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ❋r♦♠ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P◆❘ ❞❛t❛ ρN ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❞❡♣t❤
r❡s♦❧✈❡❞ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ s❛♠♣❧❡s s✉r❢❛❝❡✳
✷✹
✹✳✸ ●r❛③✐♥❣ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ s❝❛tt❡r✐♥❣
❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✿ ❙❝❛tt❡r✐♥❣ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ P◆❘ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✿ ❚❤❡ ❯♣✲❯♣ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐s s❤♦✇♥✱ ✐✳❡✳ t❤❡ s♣✐♥s ♦❢
❜♦t❤ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❛♥❞ r❡✢❡❝t❡❞ ♥❡✉tr♦♥s ❛r❡ ♦r✐❡♥t❡❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ~H✳ ~H ❝❛✉s❡s
❛ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ~M ✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ~B = µ0( ~H + ~M) ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ t✇♦ ✐♥ ♣❧❛♥❡
❝♦♠♣♦♥❡♥ts B‖ ❛♥❞ B⊥✳
✹✳✸✳✹ ❳✲r❛② ❘❡s♦♥❛♥t ▼❛❣♥❡t✐❝ ❙❝❛tt❡r✐♥❣ ✭❳❘▼❙✮
■t ✇❛s ❛❧r❡❛❞② ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❜❡❢♦r❡ t❤❛t ①✲r❛②s ♥♦t ♦♥❧② ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❛
♠❛t❡r✐❛❧ ✭❚❤♦♠s♦♥ s❝❛tt❡r✐♥❣✮✱ ❜✉t ❛❧s♦ ✇✐t❤ t❤❡ s♣✐♥s ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r ♣❤♦t♦♥
❡♥❡r❣✐❡s ❜❡❧♦✇ ✶✵ ❦❡❱ t②♣✐❝❛❧ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥s ❢♦r ♠❛❣♥❡t✐❝ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ♦r❞❡rs
♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ s♠❛❧❧❡r ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❝❤❛r❣❡ s❝❛tt❡r✐♥❣✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❝❛♥
❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❧❛❜♦r❛t♦r② r❡✢❡❝t♦♠❡t❡rs ❛♥❞ ❞✐✛r❛❝t♦♠❡t❡rs ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ❛s t❤❡② ✉s❡
❈✉ ❑α r❛❞✐❛t✐♦♥ ✭✽✵✹✽ ❡❱✮✳ ❚❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡s ❞r❛st✐❝❛❧❧②✱ ✐❢ ❛ ♣❤♦t♦♥ ❡♥❡r❣② ✐s ✉s❡❞ ❝❧♦s❡ t♦
❛♥ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❡❞❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛t♦♠✐❝ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ r❡s♦♥❛♥t
❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❛♥❞ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡✈❡♥ts ❝❛♥ ❜❡❝♦♠❡ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ♠❛②❜❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❆s ✇✐❧❧ ❜❡ s❤♦✇♥ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤✐s ❛❧s♦ ❡♥❛❜❧❡s t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢
♠❛❣♥❡t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❆❢t❡r s✉♠♠❛r✐③✐♥❣ t❤❡ ❜❛s✐❝ ❝♦♥❝❡♣ts ♦❢ ①✲r❛② r❡s♦♥❛♥t s❝❛tt❡r✐♥❣ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧
❛♥❞ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ♦❢ ❳✲r❛② ▼❛❣♥❡t✐❝ ❈✐r❝✉❧❛r ❉✐❝❤r♦✐s♠ ✭❳▼❈❉✮ ✭♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s
❛❜♦✉t t❤❡s❡ t✇♦ ♣❛r❛❣r❛♣❤s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❬✽✸❪✮✱ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❳✲r❛② ❘❡s♦♥❛♥t
▼❛❣♥❡t✐❝ ❙❝❛tt❡r✐♥❣ ✭❳❘▼❙✮ ♠❡t❤♦❞ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✇✐❧❧ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞✳
❳✲r❛② r❡s♦♥❛♥t s❝❛tt❡r✐♥❣
■♥ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♣✐❝t✉r❡ t❤❡ r❡s♦♥❛♥t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❤♦t♦♥ ✭❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ~E0e−iωt✮ ❛♥❞
❛ ❝♦r❡ ❡❧❡❝tr♦♥ n ✇✐t❤ ❜✐♥❞✐♥❣ ❡♥❡r❣② En = ~ωn ❛♥❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ~x ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ❢♦r ❛ ❢♦r❝❡❞ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦r✿
d2~x
dt2
+ Γn
dx
dt
+ ω2n~x = −
e ~E0
me
e−iωt ✭✹✳✷✻✮
❍❡r❡✱ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ♦❢ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✜❡❧❞ ✐s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❜② t❤❡ ❞❛♠♣✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t
Γn✳ ❋r♦♠ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ♦♥❡ ❝❛♥ ❞❡❞✉❝❡ ❢♦r t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣❛rt ♦❢ t❤❡
s❝❛tt❡r✐♥❣ ❢❛❝t♦r ✭✹✳✶✾✮✿
Fn(ω) =
ω2
ω2 − ω2n + iωΓn
✭✹✳✷✼✮
❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ s②st❡♠ ❝♦rr❡❝t❧②✱ t❤✐s r❡s✉❧t ❛❧r❡❛❞②
❝❧❛r✐✜❡s t❤❡ ❡♥❤❛♥❝❡❞ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢♦r ♣❤♦t♦♥s ✇✐t❤ ❡♥❡r❣✐❡s ❝❧♦s❡ t♦ En✳ ❚❤❡ q✉❛♥t✉♠
♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ r❡s♦♥❛♥t ①✲r❛② ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❛♥❞ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✇❛s ❞❡r✐✈❡❞ ❜② ❑r❛♠❡rs
❛♥❞ ❍❡✐s❡♥❜❡r❣ ❬✽✹❪ ❛♥❞ ❉✐r❛❝ ❬✽✺❪✳ ■♥ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② t❤❡
tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♣❡r ✉♥✐t t✐♠❡ Tif ❢r♦♠ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ |i > t♦ ❛ ✜♥❛❧ st❛t❡ |f > ✭s❡❝♦♥❞
✷✺
✹ ❙❝❛tt❡r✐♥❣ t❤❡♦r②
♦r❞❡r ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ t❤❡♦r②✮✿
Tif =
2π
~
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
< f |Hint|i >︸ ︷︷ ︸
first order
+
∑
n
< f |Hint|n >< n|Hint|i >
ǫi − ǫn︸ ︷︷ ︸
second order
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2
δ(ǫi − ǫn)ρ(ǫf ) ✭✹✳✷✽✮
ρ(ǫf ) ✐s t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ✜♥❛❧ st❛t❡s ♣❡r ✉♥✐t ❡♥❡r❣② ❛♥❞
Hint = e
2
2m
~A2 − i~e
m
~A · ~∇ ✭✹✳✷✾✮
✐s t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❢♦r♠✉❧❛
✭✹✳✶✼✮✳ ❇② ✐♥s❡rt✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛ ✭✹✳✷✾✮ ✐♥ ❢♦r♠✉❧❛ ✭✹✳✷✽✮ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥❡s t❡r♠s t❤❛t ❛r❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧
t♦ ~A ♦r t♦ ~A2✳ ■♥ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✱ t❤❡ ✈❡❝t♦r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ~A ✐s
♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦rs t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❤♦t♦♥s ❬✽✻❪✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ t❡r♠s ❧✐♥❡❛r ✐♥ ~A ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ✇❤❡r❡ ❛ ♣❤♦t♦♥ ✐s ❝r❡❛t❡❞ ♦r ❛♥♥❤✐❧❛t❡❞✱
❛♥❞ t❤❡ t❡r♠s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ✐♥ ~A✱ ❞❡s❝r✐❜❡ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ✇❤❡r❡ ❛ ♣❤♦t♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡str♦②❡❞
❛♥❞ ❝r❡❛t❡❞✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ✭✜❣✉r❡ ✹✳✼✮✿ ❚❤❡ ✜rst
♦r❞❡r t❡r♠ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✷✽✮ ❧✐♥❡❛r ✐♥ ~A ❞❡s❝r✐❜❡s ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❛♥❞ st✐♠✉❧❛t❡❞ ❡♠✐ss✐♦♥ ♦❢ ❛
♣❤♦t♦♥✳ ❚❤❡ ✜rst ♦r❞❡r q✉❛❞r❛t✐❝ t❡r♠ ❞❡s❝r✐❜❡s ❝❤❛r❣❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜❡❢♦r❡ ✭❚❤♦♠s♦♥✲
s❝❛tt❡r✐♥❣✮✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❛♥❞ ✜♥❛❧ st❛t❡ i ❛♥❞ f ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r
t❡r♠ ❜❡❝♦♠❡s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r ✐♥❝✐❞❡♥t ♣❤♦t♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s✱ t❤❛t ♠❛t❝❤ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♠❡t❡r✐❛❧✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤✐s t❡r♠ ❞❡s❝r✐❜❡s ✐♥
❣❡♥❡r❛❧ r❡s♦♥❛♥t ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② s❡✈❡r❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t ❡✈❡♥ts✱ ❡✳❣✳
t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr♦♥✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❡❧❛st✐❝ r❡s♦♥❛♥t s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡✱
✇❤❡♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❛♥❞ ✜♥❛❧ st❛t❡s ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞ t❤❡
r❡✲❡♠✐ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ❛r❡ ♦♥❧② ✈✐rt✉❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s✳
  
Core level
Unoccupied
orbitals
init ial
Continuum
final init ial f inal init ial f inal init ial f inal init ial f inal
First Order transitions Second Order transit ions
Absorption Emission
Thomson-
scattering
Resonant
absorption
Resonant
scattering
❋✐❣✉r❡ ✹✳✼✿ ❋✐❣✉r❛t✐✈❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ♣r♦❝❡ss❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❢♦r♠✉❧❛
✭✹✳✷✽✮✳
❳✲r❛② ▼❛❣♥❡t✐❝ ❈✐r❝✉❧❛r ❉✐❝❤r♦✐s♠
■t ♥♦✇ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❝❧❛r✐✜❡❞✱ ❤♦✇ t❤❡ ❜❛s✐❝ ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜❡❢♦r❡ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ①✲r❛②
♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ✭❤❡♥❝❡ ♠❛❣♥❡t✐❝✮ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ❙✐♥❝❡ ~E = ∂ ~A∂t ✱
✐t ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ H ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥
✷✻
✹✳✸ ●r❛③✐♥❣ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ s❝❛tt❡r✐♥❣
♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦♥✳ ■t ✐s ❛❧s♦ ❝❧❡❛r t❤❛t t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ✜♥❛❧ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧ ✐♥ t✇♦ ✇❛②s✿ ❋✐rst ♦❢ ❛❧❧ t❤❡r❡ ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❢r❡❡ st❛t❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛❜s♦r❜✐♥❣
❡❧❡❝tr♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡①❝✐t❡❞ ✐♥✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❤❛s t♦ ♦❜❡② t❤❡ ❞✐♣♦❧❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ r✉❧❡s ❢♦r t❤❡
q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✭♦r❜✐t❛❧ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ l✱ ♠❛❣♥❡t✐❝ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡r ml
❛♥❞ s♣✐♥ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡r ms✿
✶✳ ∆l = ±1
✷✳ ∆ml = q = 0,±1
✸✳ ∆ms = 0
~q ✐s t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✵ ❢♦r ❧✐♥❡❛r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✱ ✰✶ ❢♦r r✐❣❤t ❝✐r❝✉❧❛r
❛♥❞ ✲✶ ❢♦r ❧❡❢t ❝✐r❝✉❧❛r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✭❘❈P ❛♥❞ ▲❈P✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮✳ ❋♦r tr❛♥s✐t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ 2p
❝♦r❡ ❧❡✈❡❧s t♦ t❤❡ 3d ✈❛❧❡♥❝❡ ❜❛♥❞ ✭▲✲❡❞❣❡✮ ✐♥ ✸❞ ♠❡t❛❧s t❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✐t✉❛t✐♦♥✹✳✽✿
❉✉❡ t♦ s♣✐♥ ♦r❜✐t ❝♦✉♣❧✐♥❣ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❡♥❡r❣❡t✐❝❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t tr❛♥s✐t✐♦♥s✱ ♦♥❡ ❢r♦♠ t❤❡ 2p3/2
❛♥❞ ♦♥❡ ❢r♦♠ t❤❡ 2p1/2 st❛t❡s✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ L3 ❛♥❞ L2 ❡❞❣❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛♥❞ r❡s✉❧t ✐♥ t✇♦
♣❡❛❦s ✐♥ ❛♥ ❡♥❡r❣② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡
✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ♦❢ ❜♦t❤ ❡❞❣❡s IL3 + IL2 ❢♦r ❛ ①✲r❛② ❜❡❛♠ ♦❢ ❛✈❡r❛❣❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✲ ❡✳❣✳ t❤❡
s✉♠ ♦❢ ❛ ❘❈P ❛♥❞ ❛ ▲❈P s♣❡❝tr❛ ✲ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤♦❧❡s Nh ✐♥ t❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡
❜❛♥❞ ✭✜rst s✉♠ r✉❧❡✮ ❬✽✸❪✿
Nh = (IL3 + IL2)/C ✭✹✳✸✵✮
✇✐t❤ C ❜❡✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐t② ❢❛❝t♦r✳ ■t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ t❛❦❡ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✱ s✐♥❝❡
✐t t✉r♥❡s ♦✉t ❞✉❡ t♦ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ r✉❧❡s t❤❛t ❛t ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❡❞❣❡s t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
❢♦r ❘❈P ①✲r❛②s ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ❢♦r ▲❈P ①✲r❛②s ❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡rs❛ ❢♦r t❤❡ ♦t❤❡r ❡❞❣❡ ✭❋❛♥♦✲❡✛❡❝t✮✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✇✐t❤ ▲❈P ①✲r❛②s ❛♥❞ ❘❈P ①✲r❛②s
✐s ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛t ♦♥❡ ❛♥❞ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛t t❤❡ ♦t❤❡r ❡❞❣❡✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ♥♦t ♦♥❧②
t❤❡ t♦t❛❧✱ ❜✉t ❛❧s♦ t❤❡ s♣✐♥ ms ❛♥❞ ♦r❜✐t❛❧ ♠♦♠❡♥ts mo s❡♣❛r❛t❡❧② ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s
A ❛♥❞ B ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ s✐❣♥❛❧s ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♥❞ t❤✐r❞ s✉♠
r✉❧❡✿
ms =
µB(−A+ 2B)
C
mo =
µB(A+B)
3C
✭✹✳✸✶✮
❈ ❛❣❛✐♥ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐t② ❝♦♥st❛♥t ❛s ✐♥ t❤❡ ✜rst s✉♠ r✉❧❡✳ ❚❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡
❛❜s♦r♣t✐♦♥ s♣❡❝tr✉♠ ♦♥ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ♣❤♦t♦♥ ❜❡❛♠ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❳✲r❛② ▼❛❣♥❡t✐❝
❈✐r❝✉❧❛r ❉✐❝❤r♦✐s♠ ✭❳▼❈❉✮✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡♠♣❤❛s✐③❡❞ t❤❛t ✐t ♥♦t ♦♥❧② ✐s ❛ ♣♦✇❡r❢✉❧ t❡❝❤♥✐q✉❡
t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ s♣✐♥ ❛♥❞ ♦r❜✐t❛❧ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ♠♦♠❡♥t✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ r❡s♦♥❛♥t ❛❜s♦r♣t✐♦♥✱
✐t ❛❧s♦ ✐s ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t s♣❡❝✐✜❝ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥ts✱ ✇❤✐❝❤ ❜❡❝♦♠❡s ✐♠♣♦rt❛♥t✱
✐❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛❣♥❡t✐❝ ❛t♦♠s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧✳
❳✲r❛② ❘❡s♦♥❛♥t ▼❛❣♥❡t✐❝ ❘❡✢❡❝t♦♠❡tr②
■t ✇❛s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❧❛st ♣❛r❛❣r❛♣❤✱ ❤♦✇ t❤❡ ❳▼❈❉ ❝❛♥ ❤❡❧♣ t♦ ❣❛✐♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❛t♦♠s ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ✉♥❞❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞
✈❛❧✉❡s ❛r❡ ♦♥❧② ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ❛r❡❛ ❡①♣♦s❡❞ t♦ t❤❡ ①✲r❛② ❜❡❛♠✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡❝♦♠❡ s❡♥s✐t✐✈❡
t♦ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❞❡♣t❤ ♣r♦✜❧❡ ✐♥ t❤❡ t❤✐♥ ✜❧♠ s②st❡♠✱ t❤❡ r❡s♦♥❛♥t s❝❛tt❡r✐♥❣ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥
r❡✢❡❝t♦♠❡tr② ❣❡♦♠❡tr②✳ ▲✐❦❡ ❢♦r P◆❘ ❛♥❞ ❳❘❘✱ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s ❛ ❝♦♥t✐♥✉✉♠
❛♥❞ ♦♥❧② ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦♥ ❛ ♠❡s♦✲ ♦r ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞✳ ❆s s❡❡♥ ❜❡❢♦r❡✱ ✐♥
t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ ①✲r❛②s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ✐s s✐♠♣❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①
✐♥❞❡① ♦❢ r❡❢r❛❝t✐♦♥ n✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ①✲r❛②s ✇✐t❤ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ~E ❛♥❞ ❡♥❡r❣② E ❛♥❞ t❤❡
s❛♠♣❧❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ t❡♥s♦r ǫ(E) ❞❡✜♥❡❞ ❜②
~D = ǫǫ0 ~E ✭✹✳✸✷✮
✷✼
✹ ❙❝❛tt❡r✐♥❣ t❤❡♦r②
  
3d
2p
2p
3/2
2p
1/2
       L
III
62.5%   q=+1
37.5%   q=-1
       L
II
25.0%   q=+1
75.0%   q=-1
A
B
I - - I+
Energy
I - + I+
Energy
C
❋✐❣✉r❡ ✹✳✽✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ ❳▼❈❉✳ ❉❡♣✐❝t❡❞ ✐s t❤❡ ❜❛♥❞ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❛t♦♠✐❝ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ 3d ♠❡t❛❧ ✇✐t❤ ❤❛❧❢ ✜❧❧❡❞ ❞✲♦r❜✐t❛❧✳ ❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣
♦♥ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ q ❢♦ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ✭✰✶ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❘❈P✱ ✲✶ t♦ ▲❈P✮ ❢♦r t❤❡ L3 ❛♥❞ L3 ❡❞❣❡s✳
❖♥ t❤❡ ❧❡❢t ❤❛♥❞ s✐❞❡✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s✉♠ ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ s✐❣♥❛❧ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝✐r❝✉❧❛r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥s ✐s
s❤♦✇♥✳ ❆✱❇ ❛♥❞ ❈ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ s✉♠ r✉❧❡s ✭❢♦r♠✉❧❛ ✭✹✳✸✵✮ ❛♥❞ ✭✹✳✸✶✮✮✳
✇❤❡r❡ ~D ✐s t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ✐♥❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❜② ~E✳ ❋♦r ❛♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ ♥♦♥✲
♠❛❣♥❡t✐❝ ♠❡❞✐✉♠✱ ǫ ❜❡❝♦♠❡s ❛ s❝❛❧❛r ❛♥❞ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ sq✉❛r❡ ♦❢ n✳ ❚❤✐s ✐s ❛❧s♦ tr✉❡ ❢♦r
♠❛❣♥❡t✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ①✲r❛② ❡♥❡r❣✐❡s ❛r❡ ♥♦t ❝❧♦s❡ t♦ ❛♥ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❡❞❣❡✳ ❋♦r r❡s♦✲
♥❛♥t ①✲r❛② s❝❛tt❡r✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s ♦♥ ❛ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧
❜❛s✐s ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ❢♦r ❛ r❡✢❡❝t✐✈✐t② ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ✇❤❡r❡
t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐s ✈❛❧✐❞✱ ❛❧❧ t❤❡s❡ r❡s♦♥❛♥t ❡✛❡❝ts ❝❛♥ ❜❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ♦♥❡ ❛❞❞✐✲
t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝♦♠♣❧❡① ♣❛r❛♠❡t❡r Q(E) ✭♠❛❣♥❡t♦✲♦♣t✐❝❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✮ ❬✽✼❪✳ ▲✐❦❡ n✱
Q(E) ✐s str♦♥❣❧② ❡♥❡r❣② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛r♦✉♥❞ ❛♥ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❡❞❣❡ ❬✽✽✱ ✽✾❪✳ ❋♦r ❛ ✜①❡❞ ❡♥❡r❣②✱ Q ✐s
♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♠❡s♦s❝♦♣✐❝ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ P◆❘✱ ❛♥t✐✲
❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♦r❞❡r ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞✳ ❍❡r❡✱ ♦♥❧② t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
s❡t✉♣ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❧✐❡ ✐♥ t❤❡
♣❧❛♥❡ ♦❢ t❤❡ ✜❧♠ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣❧❛♥❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ~ki ❛♥❞ ~kf ✭✜❣✉r❡ ✹✳✾✮✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ s♦♠❡
♦❢ t❤❡ ♦✛✲❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ǫ(E) ✈❛♥✐s❤ ❛♥❞ ✐t ❜❡❝♦♠❡s✿
ǫ(E) = n(E)2

 1 0 −iQ(E)0 1 0
iQ(E) 0 1

 ✭✹✳✸✸✮
■♥ ❛♥❛❧♦❣② t♦ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt ♦❢ n(E) ❜❡✐♥❣ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ✭♥♦♥✲r❡s♦♥❛♥t✮ ❛❜s♦r♣t✐♦♥✱
t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt ♦❢ Q(E) ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❳▼❈❉✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❡❛❧ ♣❛rt ❛❣❛✐♥
❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ❑r❛♠❡rs✲❑r♦♥✐❣ r❡❧❛t✐♦♥✳
❚❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ ❛♥ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ①✲r❛② ❜❡❛♠ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥ t❤❡
❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ♠❛❣♥❡t♦✲♦♣t✐❝s✿ ❜② ✉s✐♥❣ ǫ(E) t❤❡ ▼❛①✇❡❧❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❜♦✉♥❞❛r②
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛t t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ s♦❧✈❡❞✳ ❇② ❞♦✐♥❣ t❤✐s t❤❡ ❡♥tr✐❡s ♦❢ t❤❡ ❋r❡s♥❡❧
r❡✢❡❝t✐♦♥ ♠❛tr✐①
R(θ, E) =
(
rss(θ, E) rsp(θ, E)
rps(θ, E) rpp(θ, E)
)
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❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❛♥❣❧❡ θ ❛♥❞ ❡♥❡r❣② E✳ rij ✐s t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥t
j ♣♦❧❛r✐③❡❞ ①✲r❛② r❛❞✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ i ♣♦❧❛r✐③❡❞ ①✲r❛② ❜❡❛♠✳ s ❛♥❞ p ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❜❡✐♥❣ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ ♦r ❧②✐♥❣ ✐♥ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣❧❛♥❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
✷✽
✹✳✸ ●r❛③✐♥❣ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ s❝❛tt❡r✐♥❣
  
E
H
❋✐❣✉r❡ ✹✳✾✿ ❙❝❛tt❡r✐♥❣ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ❳❘▼❙ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✿ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❝✐r❝✉❧❛r ♣♦❧❛r✐③❡❞ ❜❡❛♠ ✐s
r❡✢❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ P◆❘ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❣❡♦♠❡tr②✱ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞
✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥ ♣❧❛♥❡✳ ❚❤✐s ❛❧s♦ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐♥ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣
♣❧❛♥❡✱ ✐✳❡✳ B‖ = 0✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ t❡♥s♦r ǫ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ✭✹✳✸✸✮✳
❚❤❡ r❛t✐♦s t❤❛t ♠✐① s ❛♥❞ p ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ rsp ❛♥❞ rsp ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ♠❛❣♥❡t✐❝ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s✳
❲✐t❤ R✱ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ✐♥t❡♥s✐t② I ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜②
I = |R(θ, E) · EIn|2 ✭✹✳✸✺✮
✇✐t❤ EIn ❜❡✐♥❣ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❏♦♥❡s ✈❡❝t♦r ♥♦t❛t✐♦♥ ❬✾✵✱✾✶❪✳ ❖❢ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥t❡r❡st
✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❘❈P ✭✲✮ ❛♥❞ ▲❈P ✭✰✮ ①✲r❛②s✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ Ein ❜❡❝♦♠❡s
E±In = A
(
1
∓i
)
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❍❡♥❝❡✱ ❢♦r t❤❡ s✉♠ ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ ❜♦t❤ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s
I+ + I− = A2
[|rss|2 + |rpp|2 + ...] ✭✹✳✸✼✮
I+ − I− = −4A2 [r∗ssrsp + rppr∗ps] ✭✹✳✸✽✮
I+ + I− t❤❡♥ ✐s ❛ ♣✉r❡❧② ❝❤❡♠✐❝❛❧ s✐❣♥❛❧✱ ✇❤❡r❡❛s I+ − I− ❝♦♥t❛✐♥s ❜♦t❤ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ✭rss ❛♥❞ rss✮
❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✭rsp ❛♥❞ rps✮ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✳
❚❤❡ ❞✐✣❝✉❧t t❛s❦ ✐♥ t❤✐s ♣r♦❝❡ss ✐s t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❋r❡s♥❡❧ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♠❛tr✐①✳ ❆♥❛❧②t✐❝❛❧
❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛❧r❡❛❞② ❜❡❝♦♠❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❢♦r ❥✉st ❛ s✐♥❣❧❡ s✉r❢❛❝❡ ❬✾✷✱✾✸❪✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡
♦❢ s❡✈❡r❛❧ ✐♥t❡r❢❛❝❡s✷✱ ❛ ♠❛tr✐① ❢♦r♠❛❧✐s♠ ✐s ✉s❡❞✱ t❤❛t ✐♥✐t✐❛❧❧② ✇❛s ❞❡r✐✈❡❞ ❢♦r t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢
t❤❡ ♠❛❣♥❡t♦✲♦♣t✐❝❛❧ ❑❡rr ❡✛❡❝t ✭▼❖❑❊✮ ❬✾✹✱ ✾✺❪✳ ❙✐♠✐❧❛r t♦ P◆❘ ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❛♥❞
♠❛❣♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐s ✉s❡❞ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ I+ ❛♥❞ I− ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡ ✐t ✇✐t❤
t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✳
❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②✱ t❤❡ ❞❡♣t❤ r❡s♦❧✈❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❝❛♥
❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ s✐♠✐❧❛r❧② t♦ P◆❘ ❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ r❡✢❡❝t✐✈✐t② s❝❛♥✱ ✐✳❡✳ ❛ θ/2θ s❝❛♥✱ ✇✐t❤ ❛♥ ①✲
r❛② ❜❡❛♠ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❡♥❡r❣② ❛t t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❡❧❡♠❡♥t✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡
r❡✢❡❝t✐♦♥ ♠❛tr✐① ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♥♦t ♦♥❧② ♦❢ θ✱ ❜✉t ❛❧s♦ ♦❢ t❤❡ ①✲r❛② ❡♥❡r❣② E✱ ❛t ❛ s②♥❝❤r♦tr♦♥
❛♥♦t❤❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ♦❢t❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✿ ❆t ❛ ✜①❡❞
✐♥❝✐❞❡♥t ❛♥❣❧❡ θ t❤❡ ①✲r❛② ❡♥❡r❣② ✐s s❝❛♥♥❡❞ ❛❝r♦ss t❤❡ r❡s♦♥❛♥t ❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❡❧❡♠❡♥t✳
■♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ❜♦t❤ t②♣❡ ♦❢ s❝❛♥s ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳
✷❚❤✐s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ ❧❛②❡r✱ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ♥❡❡❞s
t♦ ❜❡ s♣❧✐t ✐♥ ❧❛②❡rs t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❞❡♣t❤ ♣r♦✜❧❡
✷✾
✹ ❙❝❛tt❡r✐♥❣ t❤❡♦r②
✸✵
✺ ❚❤✐♥ ❋✐❧♠ ❉❡♣♦s✐t✐♦♥ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ✇✐t❤
❖①②❣❡♥
❚❤❡ ♦①✐❞❡ ❤❡t❡r♦str✉❝t✉r❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r❡♣❛r❡❞ ❜② t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s✿ ▲❛✵✳✻✻❙r✵✳✸✸▼♥❖✸
s✐♥❣❧❡ ❛♥❞ ▲❛✵✳✻✻❙r✵✳✸✸▼♥❖✸✴❙r❚✐❖✸ ❜✐❧❛②❡rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❣r♦✇♥ ❜② ❜♦t❤✱ ❍✐❣❤ ❖①②❣❡♥ Pr❡ss✉r❡
❙♣✉tt❡r✐♥❣ ✭❍❙❉✮ ❛♥❞ P✉❧s❡❞ ▲❛s❡r ❉❡♣♦s✐t✐♦♥ ✭P▲❉✮✳ ▲❛✵✳✺❙r✵✳✺▼♥❖✸✴❇❛❚✐❖✸ s❛♠♣❧❡s ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ♣r❡♣❛r❡❞ ❜② ❖①✐❞❡ ▼♦❧❡❝✉❧❛r ❇❡❛♠ ❊♣✐t❛①② ✭❖▼❇❊✮✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞s ❞✐✛❡r ✐♥ t❤❡ ✇❛②✱ ❤♦✇
t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✱ ✇❤✐❝❤ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡♣♦s✐t❡❞ ♦♥ t❤❡ s✉❜str❛t❡✱ ✐s tr❛♥s❢❡rr❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ t❛r❣❡t t♦ t❤❡
s✉❜str❛t❡✳ ❆❧❧ t❤r❡❡ ♠❡t❤♦❞s ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳ ■t ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❞❞r❡ss❡❞ ❤♦✇ t❤❡
❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ♠✐❣❤t ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡s✳ ❉❡t❛✐❧❡❞ ♣r♦❝❡ss
♣❛r❛♠❡t❡rs ✇✐❧❧ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ s❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❝❤❛♣t❡r ✼✳
✺✳✶ ●r♦✇t❤ ♠♦❞❡s ♦❢ ❡♣✐t❛①✐❛❧ t❤✐♥ ✜❧♠
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❣r♦✇t❤ ♠♦❞❡s ❛♥❞ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡
❣r♦✇t❤ ♠♦❞❡ ♦❢ ❛ t❤✐♥ ✜❧♠ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❆ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤✐s s✉❜❥❡❝t ❝❛♥ ❜❡
❢♦✉♥❞ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❬✾✻❪✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧❡s ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ❛r❡ ❣r♦✇♥ ❡♣✐t❛①✐❛❧❧② ♦♥ s✐♥❣❧❡ ❝r②st❛❧❧✐♥❡
s✉❜str❛t❡s✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❧❛②❡rs ❛❞❛♣t t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉❜str❛t❡s✳
❊♣✐t❛①✐❛❧ ❣r♦✇t❤ ✐s ♦♥❧② ♣♦ss✐❜❧❡✱ ✐❢ t❤❡ ❜✉❧❦ ❧❛tt✐❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ✜❧♠ ❛♥❞ s✉❜str❛t❡ ♠❛t❝❤
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧②✳ ❯s✉❛❧❧② ❛ ♠✐s♠❛t❝❤ ♦❢ s♦♠❡ ♣❡r❝❡♥t ✐s ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❢♦r ❡♣✐t❛①✐❛❧ ❣r♦✇t❤✳ ❆s ✇✐❧❧
❜❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✼✱ t❤❡ s✉r❢❛❝❡s ♦❢ t❤❡ s✉❜str❛t❡s ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ❤❛✈❡ ❛t♦♠✐❝❛❧❧② ✢❛t
t❡rr❛❝❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ❛t♦♠✐❝ st❡♣s✳ ❚❤❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦❝❡ss❡s ❞✉r✐♥❣ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥
♦♥ ❛ t❡rr❛❝❡ ❧✐❦❡ s✉r❢❛❝❡ ❝❛♥ ❜❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✿ s✐♥❝❡ ❛ ❤✐❣❤❡r ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥
♥✉♠❜❡r ✭✐✳❡✳ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ❛t♦♠s✮ ✐s ❡♥❡r❣❡t✐❝❛❧❧② ❢❛✈♦r❛❜❧❡✱ ❛t♦♠s ✇❤✐❝❤ ❛r❡
❛❞s♦r❜❡❞ ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❣❛s ♣❤❛s❡ ✇✐❧❧ ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② s❡tt❧❡ ❞♦✇♥ ❛t ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ st❡♣s t❤❛♥
✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ ❛ t❡rr❛❝❡✳ ❆ s❡❝♦♥❞ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦rs ✐s
t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❧✉st❡rs ✇✐t❤ ♦t❤❡r ❛❞s♦r❜❡❞ ❛t♦♠s✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ♥♦t ❞✐✛✉s❡❞ t♦ t❤❡ ♥❡①t st❡♣
②❡t✳ ❲❤✐❝❤ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♣r♦❝❡ss❡s ✐s ❞♦♠✐♥❛♥t✱ ✐s ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✿
t❤❡ ♠♦❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❛❞❛t♦♠s✱ t❤❡ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ r❛t❡✱ ❛♥❞ t❤❡ t❡rr❛❝❡ s✐③❡✳ ❋♦r ❤♦♠♦❡♣✐t❛①②✱ ✐✳❡✳
t❤❡ ❣r♦✇t❤ ♦♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ s✉❜str❛t❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✭✜❣✉r❡ ✺✳✶✮✱ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs
❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❣r♦✇t❤ ♠♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛②❡r✿ ❢♦r ❤✐❣❤ ♠♦❜✐❧✐t✐❡s✱ ❧♦✇ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ r❛t❡s ❛♥❞ s♠❛❧❧
t❡rr❛❝❡s✱ ❛❧♠♦st ❛❧❧ ❛❞❛t♦♠s ✇✐❧❧ ❞✐✛✉s❡ t♦ t❤❡ ♥❡①t s✉r❢❛❝❡ st❡♣ ❜❡❢♦r❡ t❤❡② ❝❛♥ ❛❣❣❧♦♠❡r❛t❡ ✐♥
❝❧✉st❡rs ❛♥❞ st❡♣ ✢♦✇ ♠♦❞❡ ✐s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞✳ ❋♦r ❧♦✇ ♠♦❜✐❧✐t②✱ ❧❛r❣❡ t❡rr❛❝❡s ❛♥❞ ❤✐❣❤ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥
r❛t❡s✱ t❤❡ ❛t♦♠s ✇✐❧❧ ❛❣❣❧♦♠❡r❛t❡ ✇✐t❤ ♦t❤❡r ❛rr✐✈✐♥❣ ❛t♦♠s ❜❡❢♦r❡ r❡❛❝❤✐♥❣ t❤❡ ♥❡①t st❡♣✳ ■♥ t❤✐s
❝❛s❡✱ ✐s❧❛♥❞s ❛r❡ ❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ❆s ❧♦♥❣ ❛s ❛t♦♠s ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❥✉♠♣ ❞♦✇♥
❢r♦♠ ✐s❧❛♥❞s✱ t❤❡ ❧❛②❡r ❣r♦✇s ✐♥ t❤❡ ✷❉✲✐s❧❛♥❞ ♠♦❞❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ ❢❛❝t st✐❧❧ ✐s ❛ ❧❛②❡r✲❜②✲❧❛②❡r ❣r♦✇t❤✱
s✐♥❝❡ t❤❡ ❧♦✇❡st ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ❧❛②❡r ❣❡ts ❝♦♠♣❧❡t❡❞ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❣r♦✇t❤ ♦❢ t❤❡ ♥❡①t ❧❛②❡r ❜❡❣✐♥s✳ ■❢
t❤❡ ❥✉♠♣✐♥❣ ✐s ❦✐♥❡t✐❝❛❧❧② ❤✐♥❞❡r❡❞✱ t❤❡ ✜❧♠ ❣r♦✇s ✐♥ ✸❞✲✐s❧❛♥❞ ♠♦❞❡✱ ✇❤✐❝❤ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ✐s ❧❛②❡r✲
❜②✲❧❛②❡r ❣r♦✇t❤✳ ❙✐♥❝❡ ❛♥ ❛t♦♠ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❥✉♠♣✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐s ❛❧♠♦st ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞❡s♦r❜❡❞ ❢r♦♠
t❤❡ s✉r❢❛❝❡✱ ✐t ✐s ♥♦t s✉r♣r✐s✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❥✉♠♣✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❝❛♥ ❜❡ ❡♥❡r❣❡t✐❝❛❧❧② ✉♥❢❛✈♦r❡❞✳ ❋♦r
❛ ❣r♦✇t❤ ♦❢ ❛ ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ❧❛②❡r ✇✐t❤ s♠♦♦t❤ s✉r❢❛❝❡s ❧✐❦❡ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ t❤❡ ✸❉✲✐s❧❛♥❞ ❣r♦✇t❤
s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛✈♦✐❞❡❞✳ ❯s✉❛❧❧② t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ❜② ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛ ❤✐❣❤ ❡♥♦✉❣❤ s✉❜str❛t❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
✸✶
✺ ❚❤✐♥ ❋✐❧♠ ❉❡♣♦s✐t✐♦♥ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ✇✐t❤ ❖①②❣❡♥
t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ♠♦❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❛t♦♠s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡♥ ❛❜❧❡ t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❜❛rr✐❡r ❢♦r t❤❡
❥✉♠♣✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s✳
  
Stranski-Krastanov
Vollmer-Weber
Frank-van der Merve
Heteroepitaxial growth
3D-island
2D-island
Step-flow
Homoepitaxial growth
x
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✿ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❣r♦✇t❤ ♠♦❞❡s ❢♦r ❤♦♠♦❡♣✐t❛①✐❛❧ ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ❤❡t❡r♦❡♣✐t❛①✐❛❧ ❣r♦✇t❤
✭r✐❣❤t✮✳
❋♦r t❤❡ ❤❡t❡r♦❡♣✐t❛①✐❛❧ ❣r♦✇t❤✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❣r♦✇t❤ ♦❢ ❛ ❧❛②❡r ♦♥ ❛ s✉❜str❛t❡ ♦❢ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛t❡r✐❛❧✱
t❤❡ s❛♠❡ ❛s♣❡❝ts ❛s ❢♦r t❤❡ ❤♦♠♦❡♣✐t❛①② ❛♣♣❧②✱ ❜✉t t❤❡ ♣✐❝t✉r❡ ❜❡❝♦♠❡s ❛ ❜✐t ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞✳
❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❧❛②❡r γlayer✱ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡♥❡r❣② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧❛②❡r ❛♥❞
t❤❡ s✉❜str❛t❡ γlayer,substrate ❛♥❞ t❤❡ ❢r❡❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ s✉❜str❛t❡ γsurface ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❣r♦✇t❤
♠♦❞❡✳ ❙✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ✇❤❡t❤❡r ❛ ❧✐q✉✐❞ s♣r❡❛❞s ♦✈❡r ❛ s✉r❢❛❝❡ ♦r ❢♦r♠s ❞r♦♣❧❡ts✱ ❢♦r
γlayer + γlayer,substrate < γsubstrate ❧❛②❡r✲❜②✲❧❛②❡r ❣r♦✇t❤ ✐s ❢❛✈♦r❡❞ ✭❋r❛♥❦✲✈❛♥ ❞❡r ▼❡r✈❡ ❣r♦✇t❤
♠♦❞❡✱ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✮✳ ❋♦r γlayer + γlayer,substrate > γsubstrate ✐s❧❛♥❞ ❣r♦✇t❤ t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ✭❱♦❧❧♠❡r✲
❲❡❜❡r ❣r♦✇t❤ ♠♦❞❡✮✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠❛❥♦r ❞✐✛❡r❡♥❝❡ t♦ ❤♦♠♦❡♣✐t❛①② ✐s t❤❡ str❛✐♥ ♠❡❞✐❛t❡❞ ❜②
t❤❡ s✉❜str❛t❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ♠✐s♠❛t❝❤✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ❢✉rt❤❡r ❣r♦✇t❤ ♠♦❞❡s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠
t❤❡ t✇♦ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜❡❢♦r❡✳ ❙✐♥❝❡ ❛ str❛✐♥❡❞ ❧❛②❡r✲❜②✲❧❛②❡r ❣r♦✇t❤ ❝♦sts ❡♥❡r❣②✱ ❛♥ ✐s❧❛♥❞ ❣r♦✇t❤
♠♦❞❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❧❛②❡r ♠❛t❡r✐❛❧ ❤❛s s♣❛❝❡ t♦ r❡❧❛①✱ ♠✐❣❤t ❜❡ ❡♥❡r❣❡t✐❝❛❧❧② ❢❛✈♦r❡❞✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤
✐t r❡q✉✐r❡s ❛ ❤✐❣❤❡r s✉r❢❛❝❡ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤✐s ❝❛♥ r❡s✉❧t ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❛ ❧❛②❡r✲❜②✲❧❛②❡r ❣r♦✇t❤ ❢♦r t❤❡
✜rst ❢❡✇ ♠♦♥♦❧❛②❡rs✱ ✇❤✐❝❤ t❤❡♥ ❝❤❛♥❣❡s t♦ ✐s❧❛♥❞ ❣r♦✇t❤✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♥❡❡❞❡❞ t♦ s✉st❛✐♥
t❤❡ str❛✐♥ ✐♥ ❛ ❧❛r❣❡r ✈♦❧✉♠❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡❝♦♠❡ t♦♦ ❤✐❣❤ ✭❙tr❛♥s❦✐✲❑r❛st❛♥♦✈✮✳ ❚❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ str❛✐♥ ✐♥ t❤❡ ❣r♦✇♥ ✜❧♠ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ✐s ❛ ✈❡r② ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ♣r♦❝❡ss✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ♦❝❝✉r ✐♥
♠❛♥② ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②s✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ✇❛② t♦ ❞❡❣r❛❞❡ t❤❡ str❛✐♥ ❛r❡ ♠✐s✜t ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥s✱ ✐✳❡✳
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❛t♦♠s ❛r❡ ✐♥s❡rt❡❞ ✐♥ t❡♥s✐❧❡ str❛✐♥❡❞ ❧❛②❡rs ♦r t❛❦❡♥ ❛✇❛② ✐♥ ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ str❛✐♥❡❞
♦♥❡s✳ ❚❤❡ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡s ♦♥ ✇❤✐❝❤ ❛ ❧❛②❡r r❡❧❛①❡s str♦♥❣❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ♦❢ t❤❡ ❧❛②❡r
❛♥❞ t❤❡ s✉❜str❛t❡✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♠❡♥t✐♦♥ t❤❛t ❛ str❛✐♥❡❞ ❧❛②❡r ✉s✉❛❧❧② ❝❛♥ r❡❧❛① ✐♥ t❤❡ ♦✉t
♦❢ ♣❧❛♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❞❡♥s✐t② ❝♦♥st❛♥t✳ ❍❡♥❝❡✱ ❛ str❛✐♥❡❞ ❧❛②❡r ❝❛♥ ♥♦t ❜❡
❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞ ❢r♦♠ ❛♥ ✉♥str❛✐♥❡❞ ❧❛②❡r ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ r❡✢❡❝t♦♠❡tr② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❣r♦✇t❤ ♠♦❞❡✱ ♦♥❡ ♥❡❡❞s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❛♥❞ ❛❞❥✉st t❤❡ ❝♦rr❡❝t ♣❛✲
r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡ ❣r♦✇t❤ ♣r♦❝❡ss ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✳ ❚❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
❛♥❞ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ r❛t❡✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦ t❤❡ ❛✐♠ ✐s t♦ ♣r❡♣❛r❡ ❡♣✐t❛①✐❛❧❧② t❤✐♥ ✜❧♠s ✇✐t❤ ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞
s♠♦♦t❤ ✐♥t❡r❢❛❝❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ s✉❜str❛t❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❤✐❣❤ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❡♥❛❜❧❡
✸✷
✺✳✷ ❍✐❣❤ ❖①②❣❡♥ Pr❡ss✉r❡ ❙♣✉tt❡r ❉❡♣♦s✐t✐♦♥ ✭❍❙❉✮
❡♣✐t❛①✐❛❧ ❣r♦✇t❤ ❛♥❞ ❤✐❣❤ ♠♦❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❛❞s♦r❜❡❞ ❛t♦♠s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t♦♦ ❤✐❣❤ t❡♠♣❡r✲
❛t✉r❡s ❧❡❛❞ t♦ ❤✐❣❤ ❞❡s♦r♣t✐♦♥ r❛t❡s ♣♦ss✐❜❧② r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ③❡r♦ ♥❡t ❞❡♣♦s✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥
r❛t❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞
✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ■t ❤❛s t♦ ❜❡ ❛❞❥✉st❡❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ s✉✣❝✐❡♥t t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡♣♦s✐t❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧ t♦
s♠♦♦t❤❡♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✳
✺✳✷ ❍✐❣❤ ❖①②❣❡♥ Pr❡ss✉r❡ ❙♣✉tt❡r ❉❡♣♦s✐t✐♦♥ ✭❍❙❉✮
❙♣✉tt❡r✐♥❣ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ✐s t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ r❡♠♦✈✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧ ❢r♦♠ ❛ t❛r❣❡t ❜② ✐♦♥ ❜♦♠❜❛r❞♠❡♥t✳ ■t
✐s ❝❛❧❧❡❞ ✏s♣✉tt❡r ❞❡♣♦s✐t✐♦♥✑✱ ✐❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s r❡♠♦✈❡❞ t♦ ❜❡ ❞❡♣♦s✐t❡❞ ♦♥ ❛ s✉❜str❛t❡ t♦ ❣r♦✇
❛ t❤✐♥ ✜❧♠✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ t❛r❣❡t ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ t❤❛t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡♣♦s✐t❡❞✳ ❋♦r s♣✉tt❡r
❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ❛ ♣r♦❝❡ss ❣❛s ✐s ✐♦♥✐③❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❡✐t❤❡r ❛ ❉❈ ♦r ❆❈ ✈♦❧t❛❣❡ t♦ ✐t✳ ❚❤❡ ♣❧❛s♠❛ ✐♦♥s
t❤❡♥ ❛r❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ s❛♠❡ ✈♦❧t❛❣❡ ♦♥t♦ t❤❡ t❛r❣❡t✱ ✇❤❡r❡ t❤❡② s♣✉tt❡r t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❆❢t❡r
t❤❛t t❤❡ ❡✈❛♣♦r❛t❡❞ t❛r❣❡t ❛t♦♠s ❝❛♥ s❡tt❧❡ ❞♦✇♥ ♦♥ t❤❡ s✉❜str❛t❡ ♣❧❛❝❡❞ ♦♣♣♦s✐t❡ t♦ t❤❡ t❛r❣❡t✳
■♥ ❝♦♥tr❛r② t♦ t❤❡ ♦t❤❡r t✇♦ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ t❤❡ t❛r❣❡t ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s ♥♦t ♣♦✐♥t✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s✉❜str❛t❡ ✐♥
❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❜❡❛♠✳ ❚❤❡ ❡✈❛♣♦r❛t❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧ ❣❡ts s❝❛tt❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❣❛s ❛t♠♦s♣❤❡r❡ s❡✈❡r❛❧ t✐♠❡s
❛♥❞ t❤❡♥ ❛rr✐✈❡s ❛t t❤❡ t❛r❣❡t ❢r♦♠ ❛ r❛♥❞♦♠ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳
  
motor driven target holder arm
with 5 target positions
substrate heater
sample position
O
2
pressure regulation valve
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✿ ❙❦❡t❝❤ ♦❢ t❤❡ ❍❙❉ ❝❤❛♠❜❡r ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳ ❚❤❡ ♣✐❝t✉r❡ s❤♦✇s t❤❡ ♦①②❣❡♥ ♣❧❛s♠❛
❜✉r♥✐♥❣ ❛t t❤❡ t❛r❣❡t ❞✉r✐♥❣ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❧♦✇❡r ♣❛rt t❤❡ s❤✐❡❧❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s✉❜str❛t❡ ❤❡❛t❡r ✐s ✈✐s✐❜❧❡✳
❚❤❡ s✉❜str❛t❡ ✐s ❞❡♣♦s✐t❡❞ ♦♥ t♦♣ ♦❢ ✐t ❢❛❝✐♥❣ t❤❡ t❛r❣❡t✳
❆s ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✱ ❛ ♥❡✇ s♣✉tt❡r t♦♦❧ ❢♦r t❤❡ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ ♦①✐❞✐❝ ❤❡t❡r♦str✉❝t✉r❡s ❤❛s
❜❡❡♥ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷ s❤♦✇s ❛ s❦❡t❝❤ ♦❢ t❤✐s s♣✉tt❡r ❝❤❛♠❜❡r✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡
❞❡s✐❣♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ❧❛st ②❡❛rs ❛t t❤❡ ■♥st✐t✉t ❢ür ❋❡st❦ör♣❡r❢♦rs❝❤✉♥❣ ✭■❋❋✮ ✐♥
❏ü❧✐❝❤ ❬✼❪✱ st✐❧❧ ❛ ❧♦t ♦❢ ❡✛♦rt ✐s ♣✉t ✐♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡s✳ ❚❤❡ ♠♦st ♣r♦♠✐s✐♥❣
❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ t❤❡ ♦①②❣❡♥ ♣❧❛s♠❛ ♦✈❡r ❛ ❧❛r❣❡r ❛r❡❛✱ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡
❧❛②❡r t❤✐❝❦♥❡ss ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t✐❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ♠❛t❡r✐❛❧ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❛tt❛❝❤✐♥❣ t❤❡ s♣✉tt❡r
t❛r❣❡t t♦ t❤❡ t❛r❣❡t ❤♦❧❞❡r ❛♥❞ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❤♦❧❞❡r ✐ts❡❧❢ ✐s ♦❢ ❝r✉❝✐❛❧ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡✳ ❚❛r❣❡ts
✇✐t❤ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ ✷ ✐♥ ❢♦r ❜♦t❤✱ ❆❈ ❛♥❞ ❉❈ s♣✉tt❡r✐♥❣✱ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s♦❧❞❡r❡❞ ♦♥t♦ ❛ ❈✉ t❛r❣❡t ❤♦❧❞❡r
✇✐t❤ ❛ ❝♦❤❡r❡♥t ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❜❛❝❦s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t✳ ❇② t❤✐s✱ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❡❧❡❝tr✐❝
✸✸
✺ ❚❤✐♥ ❋✐❧♠ ❉❡♣♦s✐t✐♦♥ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ✇✐t❤ ❖①②❣❡♥
❛♥❞ t❤❡r♠❛❧ ❝♦♥t❛❝t ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❛r❣❡t✳ ❚❤✐s ♥♦t ♦♥❧② ❡♥s✉r❡s ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s
♣❧❛s♠❛ ❞✉r✐♥❣ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥✱ ✐t ❛❧s♦ ✐s ❝r✉❝✐❛❧ ❢♦r ❛✈♦✐❞✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥ts ✐♥ t❤❡ t❛r❣❡t✳ ❚❤❡
t❤❡r♠❛❧ str❡ss ✇♦✉❧❞ ❝❛✉s❡ t❤❡ t❛r❣❡ts t♦ ❝r❛❝❦✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❤✐❜✐ts ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣❧❛s♠❛ ♦r ❡✈❡♥
♠❛❦❡s t❤❡ t❛r❣❡t ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✉s❡❧❡ss✳ ■♥ t❤❡ ✐♥s❡t ♦❢ ✜❣✉r❡ ✺✳✷ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❜✉r♥✐♥❣ ♣❧❛s♠❛
♦♥ t❤❡ ❡♥t✐r❡ t❛r❣❡t s✉r❢❛❝❡ ✐s ✈✐s✐❜❧❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② t❤❡ s♦❧❞❡r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳
❇❡❢♦r❡ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❝❤❛♠❜❡r ✐s ❡✈❛❝✉❛t❡❞ ❞♦✇♥ t♦ ❛❜♦✉t 1 · 10−6♠❜❛r✳ ■t t❤❡♥ ❣❡ts ✜❧❧❡❞
❜② t❤❡ ♣r♦❝❡ss ❣❛s✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡ ✐s ♦①②❣❡♥✳ ❚❤❡ ❜✐❣ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤✐s s♣✉tt❡r t♦♦❧ ✐s t❤❡
❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❣r♦✇✐♥❣ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ❛t ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ❤✐❣❤ ♣r❡ss✉r❡s ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ♠❜❛r✳ ❇② t❤✐s ♠✉❝❤
❜❡tt❡r ♦①✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜❧♠s ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❬✼❪ ❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ s♣✉tt❡r ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ❛t ❧♦✇❡r ♦①②❣❡♥
♣r❡ss✉r❡s✳ ❚❤❡ ❣r♦✇t❤ ❛t ❧♦✇❡r ♦①②❣❡♥ ♣r❡ss✉r❡s ♦❢t❡♥ r❡s✉❧ts ✐♥ ♦①②❣❡♥❞❡✜❝✐❡♥t t❤✐♥ ✜❧♠s✱
✇❤✐❝❤ t❤❡♥ r❡q✉✐r❡s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ st❡♣s✳ ❚❤✐s ♥♦t ♦♥❧② t❛❦❡s t✐♠❡✱ t❤❡ ❤❡❛t ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r t❤❡
❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ♠✐❣❤t ❛❧s♦ ❤❛r♠ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❧❛②❡rs✱ ❡✳❣✳ ❜② ✐♥t❡r❞✐✛✉s✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✐♥ t❤❡
❝❤❛♠❜❡r ✐s ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ r❡❣✉❧❛t✐♦♥ ✈❛❧✈❡✳ ❯♣ t♦ ✜✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t t❛r❣❡ts ❝❛♥ ❜❡ ❧♦❛❞❡❞ ♦♥
❛♥ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ♦♣❡r❛t✐♥❣ ♠♦t♦r ❞r✐✈❡♥ t❛r❣❡t ❤♦❧❞❡r ❛r♠✳ ❚❤❡ s✉❜str❛t❡ ✐s ♣❧❛❝❡❞ ♦♥ ❛ ♦✈❡♥✱
✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❤❡❛t❡❞ ✉♣ t♦ ❛❧♠♦st ✶✵✵✵ ➦❈ t♦ ❣✐✈❡ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❢♦r ❡♣✐t❛①✐❛❧ ❛♥❞
❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❣r♦✇t❤✳ ❚❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ t❛r❣❡t ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❥✉st❡❞ ❛♥❞ t②♣✐❝❛❧❧②
✐s ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❛ ❢❡✇ ❝❡♥t✐♠❡t❡rs✳ ❚❤✐s ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡s✐❞❡s t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✈♦❧t❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ♦①②❣❡♥
♣r❡ss✉r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ s♣✉tt❡r r❛t❡✱ ✇❤✐❝❤ t②♣✐❝❛❧❧② ✐s ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❛ ❢❡✇ ♥❛♥♦♠❡t❡rs ♣❡r
❤♦✉r✳
✺✳✸ P✉❧s❡❞ ▲❛s❡r ❉❡♣♦s✐t✐♦♥ ✭P▲❉✮
■♥ ❛ P▲❉ ❝❤❛♠❜❡r t❤❡ t❛r❣❡t ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s ❛❜❧❛t❡❞ ❜② ❛ ♣✉❧s❡❞ ❧❛s❡r ❜❡❛♠ ❢r♦♠ ❛ r♦t❛t✐♥❣ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧
t❛r❣❡t ✭✜❣✉r❡ ✺✳✸✮✳ ❚❤❡ ❜✐❣ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ t♦ ❍❙❉ ✐s t❤❛t ❜② t❤❡ ❧❛s❡r ❛❜❧❛t✐♦♥ ❛ ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣❡t✐❝ ♣❧❛s♠❛
❜❡❛♠ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s ❝r❡❛t❡❞ ♣♦✐♥t✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s✉❜str❛t❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s ❞❡♣♦s✐t❡❞✳
❚❤❡ s✉❜str❛t❡ ❛❣❛✐♥ ✐s ♣❧❛❝❡❞ ♦♥ ❛ ❤❡❛t❡r t♦ r❡❛❝❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❛t ✇❤✐❝❤ ♠♦♥♦❝r②st❛❧❧✐♥❡ ❣r♦✇t❤
✐s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❉✉r✐♥❣ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ❛ ❝♦♥st❛♥t ♦①②❣❡♥ ✢♦✇ ❛t t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥s✉r❡s s✉✣❝✐❡♥t
♦①✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛②❡rs✳ ❚②♣✐❝❛❧ ♦①②❣❡♥ ♣r❡ss✉r❡s ♦❢ 5 × 10−3 ✉♣ t♦ ✵✳✺♠❜❛r ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❧✐③❡❞ ❛t
t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❛r❡ ♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡r ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ r❛t❡s ♦❢ t②♣✐❝❛❧❧②
✵✳✻ ♥♠✴s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ s✐♥❝❡ ♦♥❧② ❛ ❢❡✇ ♣✉❧s❡s ❛❧r❡❛❞② ❣r♦✇ ❛ t❤✐♥ ✜❧♠ ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♦♥❡
✉♥✐t ❝❡❧❧✱ ✐t ✐s ✈❡r② ❞✐✣❝✉❧t t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❧❛②❡r t❤✐❝❦♥❡ss✱ ✐❢ ❛♥ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢
✉♥✐t ❝❡❧❧s ✐s ♥❡❡❞❡❞✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❤✐❣❤ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ♠✐❣❤t ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ q✉❛❧✐t②
♦❢ t❤❡ ✜❧♠s ❛♥❞ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ♠❛t❡r✐❛❧ ❜❡❛♠ ❛❧s♦ t❡♥❞s t♦ ❝r❡❛t❡ ❧❛r❣❡r t❤✐❝❦♥❡ss ❣r❛❞✐❡♥ts
♦♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡s s✉r❢❛❝❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ s♣✉tt❡r❡❞ t❤✐♥ ✜❧♠s✳ ❚❤❡ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ r❛t❡ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜②
t❤❡ ❧❛s❡r ♣♦✇❡r ❛♥❞ ♣✉❧s❡ r❛t❡✳ ❚②♣✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ r❛t❡s
❛r♦✉♥❞ ✵✳✻ ♥♠✴s ❛r❡ ❧❛s❡r ♣♦✇❡rs ♦❢ s♦♠❡ ❏✴❝♠2 ❛♥❞ ♣✉❧s❡ r❛t❡s ♦❢ s♦♠❡ ❍③✳ ❚❤❡ ❡①❛❝t ❣r♦✇t❤
♣❛r❛♠❡t❡rs ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❝❤❛♣t❡rs ✼ ❛♥❞ ✽✳
✺✳✹ ❖①✐❞❡ ▼♦❧❡❝✉❧❛r ❇❡❛♠ ❊♣✐t❛①②
❚❤❡ ▲❛✵✳✺❙r✵✳✺▼♥❖✸✴❇❛❚✐❖✸ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❣r♦✇♥ ✐♥ ❛ ❝✉st♦♠✐③❡❞ ❉❈❆ ❖▼❇❊ ❝❤❛♠❜❡r ❛t t❤❡
❈❡♥t❡r ❢♦r ◆❛♥♦s❝❛❧❡ ▼❛t❡r✐❛❧s ✭❈◆▼✮ ❛t ❆r❣♦♥♥❡ ◆❛t✐♦♥❛❧ ▲❛❜♦r❛t♦r② ✭❆◆▲✮✱ ❆r❣♦♥♥❡✱ ■▲✳
❚❤❡ ❣r♦✇t❤ ❜② ❖▼❇❊ ♣r♦❜❛❜❧② ✐s t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♣❧❡① ♠❡t❤♦❞ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✹ ❣✐✈❡s ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♠❜❡r ❞❡s✐❣♥✳ ❚❤❡ s✉❜str❛t❡s ❛r❡ ✜rst ✐♥s❡rt❡❞ t♦ ❛
♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ ❝❤❛♠❜❡r ✈✐❛ ❛ ❧♦❛❞❧♦❝❦✱ ✇❤❡r❡ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ♦✉t❣❛s❡❞ ❜❡❢♦r❡ t❤❡② ❛r❡ tr❛♥s❢❡rr❡❞ t♦
t❤❡ ♠❛✐♥ ❝❤❛♠❜❡r✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ t❛❦❡s ♣❧❛❝❡✳ ■♥ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝❤❛♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ❖▼❇❊ s②st❡♠
t❤❡ t❛r❣❡t ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s ❤❡❛t❡❞ ✐♥ ❛ ❝r✉❝✐❜❧❡ t♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✱ ✇❤❡r❡ ❛♥ s✉✣❝✐❡♥t ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✸✹
✺✳✹ ❖①✐❞❡ ▼♦❧❡❝✉❧❛r ❇❡❛♠ ❊♣✐t❛①②
❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✿ ❙❦❡t❝❤ ♦❢ t❤❡ P▲❉ ❝❤❛♠❜❡r ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳ ❚❤❡ ♣✐❝t✉r❡ s❤♦✇s t❤❡ ♦①②❣❡♥ ♣❧❛s♠❛
❜✉r♥✐♥❣ ❛t t❤❡ t❛r❣❡t ❞✉r✐♥❣ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❧♦✇❡r ♣❛rt t❤❡ s❤✐❡❧❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s✉❜str❛t❡ ❤❡❛t❡r ✐s ✈✐s✐❜❧❡✳
❚❤❡ s✉❜str❛t❡ ✐s ❞❡♣♦s✐t❡❞ ♦♥ t♦♣ ♦❢ ✐t ❢❛❝✐♥❣ t❤❡ t❛r❣❡t✳ ❋✐❣✉r❡ ✐s t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❬✾✼❪✳
♠❛t❡r✐❛❧ ❡✈❛♣♦r❛t❡s ✭❡✛✉s✐♦♥ ❝❡❧❧s✮✳ ■♥ t❤❡ ❈◆▼ ❝❤❛♠❜❡r✱ ✶✵ ❝❡❧❧s ❛r❡ ❛rr❛♥❣❡❞ ✐♥ ❛ ❝✐r❝✉❧❛r ✇❛②
❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ♠❛✐♥ ❝❤❛♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ❖▼❇❊ t♦♦❧✳ ❆❧❧ ♦❢ t❤❡♠ ❛r❡ ♣♦✐♥t✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡
♣♦s✐t✐♦♥ ✉♥❞❡r t❤❡ s❛♠❡ ❛♥❣❧❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✸ ❡❧❡❝tr♦♥ ❣✉♥s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ✇❤❡r❡ ❡✈❛♣♦r❛t✐♦♥ ✐s
❝❛✉s❡❞ ❜② ♣♦✐♥t✐♥❣ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ❜❡❛♠ ❞✐r❡❝t❧② ♦♥ t❤❡ t❛r❣❡t ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❣✉♥s ❛r❡ ♥♦t
✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ ♦t❤❡r t✇♦ ♠❡t❤♦❞s✱ t❤❡
♠❛t❡r✐❛❧ ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r t❤❡ t❤✐♥ ✜❧♠ ✐s ♥♦t ❡✈❛♣♦r❛t❡❞ ❢r♦♠ ❛ st♦✐❝❤✐♦♠❡tr✐❝ s❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t
❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ ❡✈❛♣♦r❛t❡❞ ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t ❡✛✉s✐♦♥ ❝❡❧❧s✳ ❚♦ ❝❛❧✐❜r❛t❡ t❤❡✐r r❛t❡s ❛♥ ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ q✉❛rt③
❝r②st❛❧ ✭◗✉❛rt③ ❈r②st❛❧ ▼♦♥✐t♦r✱ ◗❈▼✮ ✐s ♣❧❛❝❡❞ ❛t t❤❡ s❛♠♣❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❚❤❡♥ ♦♥❡ s♦✉r❝❡ ❛❢t❡r
❛♥♦t❤❡r ❞❡♣♦s✐ts ♠❛t❡r✐❛❧ ❢♦r ❛ ❞✐st✐♥❝t ❛♠♦✉♥t ♦❢ t✐♠❡ ✭✉s✉❛❧❧② ✷✵ ♠✐♥✉t❡s✮ ♦♥ t❤❡ ◗❈▼✳ ❚❤❡
❞❡♣♦s✐t❡❞ ♠❛ss s❧♦✇s ❞♦✇♥ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◗❈▼ ❛♥❞ ❡♥❛❜❧❡s ♦♥❡ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥
r❛t❡ ❜② ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❚❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ r❛t❡s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❛❞❥✉st t❤❡ s❤✉tt❡r ♦♣❡♥✐♥❣
t✐♠❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ❡✛✉s✐♦♥ ❝❡❧❧ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ st♦✐❝❤✐♦♠❡tr② ❛t t❤❡ s✉❜str❛t❡ ♣♦s✐t✐♦♥✳
❚♦ ❛✈♦✐❞ ♦①✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ♠❛t❡r✐❛❧s✱ t❤❡ ❝❤❛♠❜❡r ✐s ♦♣❡r❛t❡❞ ❛t ♣r❡ss✉r❡s ❛s ❧♦✇ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳
❯❧tr❛ ❍✐❣❤ ❱❛❝✉✉♠ ✭❯❍❱✮ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❝❤❡❞ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ❜② t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ s❡t
♦❢ t✉r❜♦♠♦❧❡❝✉❧❛r ♣✉♠♣s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ♦①②❣❡♥ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ♦✛❡r❡❞ t♦ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❞✉r✐♥❣
❞❡♣♦s✐t✐♦♥ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❢✉❧❧② ♦①✐❞✐③❡❞ st♦✐❝❤✐♦♠❡tr✐❝ ✜❧♠s✳ ❚❤❡ ❈◆▼ s②t❡♠ ✐s ❛♥ ♦③♦♥❡ ❛ss✐st❡❞
❖▼❇❊✱ ✐✳❡✳ ❛ st❡❛❞② ✢♦✇ ♦❢ ♣✉r❡✱ ❞✐st✐❧❧❡❞ ♦③♦♥❡ ✐s ♣♦✐♥t✐♥❣ ❛t t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❢r♦♠ ❛ ✇❛t❡r ❝♦♦❧❡❞
♥♦③③❧❡ ❞✉r✐♥❣ r❛t❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✜❧♠ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥✳ ❇② t❤✐s ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ♦①✐❞✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜❧♠s
✐s ❡♥s✉r❡❞✳ ❆s ❛ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ♦①✐❞❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r t❤❡ s♦✉r❝❡s✱ t❤❡ ❧♦✇❡r ♣❛rt
♦❢ t❤❡ ❝❤❛♠❜❡r✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ s♦✉r❝❡s ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞✱ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧❧② ♣✉♠♣❡❞ t♦ ♦♥❡ t♦ t✇♦ ♦r❞❡rs ♦❢
♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❧♦✇❡r ♣r❡ss✉r❡s✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡ t❤❡r❡ ✐s ❛❧s♦ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ❤❡❛t t❤❡ s✉❜str❛t❡✳ ❚❤❡
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② ❛ ♣②r♦♠❡t❡r✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❣r♦✇t❤ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥✲s✐t✉ ❛♥❛❧②③❡❞
❜② ❘❍❊❊❉ ✭s❡❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡r✮✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❡✛✉s✐♦♥ ❝❡❧❧s ❝r❡❛t❡ ❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❜❡❛♠ s✐♠✐❧❛r
t♦ P▲❉✱ ♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡r t❤✐❝❦♥❡ss ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t✐❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡r s♦✉r❝❡✲t♦✲s✉❜str❛t❡
❞✐st❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ r❛t❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❥✉st❡❞ ❜② t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❡✛✉s✐♦♥ ❝❡❧❧s ❛♥❞
✉s✉❛❧❧② ✐s ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ s♦♠❡ ➴♥❣str♦♠ ♣❡r ♠✐♥✉t❡✳ ■♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❘❍❊❊❉✱ t❤❡ ❧♦✇
❞❡♣♦s✐t✐♦♥ r❛t❡ ❡♥❛❜❧❡s ♦♥❡ t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ❧❛②❡r t❤✐❝❦♥❡ss ♦♥ ❛♥ ❛t♦♠✐❝ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡✳
✸✺
✺ ❚❤✐♥ ❋✐❧♠ ❉❡♣♦s✐t✐♦♥ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ✇✐t❤ ❖①②❣❡♥
  
RHEED screen
Transfer rod of QCMSample manipulator
differentially-pumped 
effusion cells
electron 
beam sources
Turbomolecular 
pump
Main chamber of 
OMBE device
❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✿ P✐❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❖▼❇❊ s②st❡♠ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳
✸✻
✻ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ▼❡t❤♦❞s
✻✳✶ ❙❛♠♣❧❡ ❈❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥
✻✳✶✳✶ ❘✉t❤❡r❢♦r❞ ❇❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ✭❘❇❙✮
❘❇❙ ✐s ❛ ✈❡rs❛t✐❧❡ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ t❤❛t ❝❛♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ♥♦t ♦♥❧② t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ✜❧♠
t❤✐❝❦♥❡ss❡s ♦❢ ❛ ❧❛②❡r❡❞ s②st❡♠✱ ❜✉t ❝❛♥ ❛❧s♦ t❡st✱ ✇❤❡t❤❡r ❛ ✜❧♠ ✐s ❣r♦✇♥ ❡♣✐t❛①✐❛❧❧②✳ ❚❤❡
✐♥str✉♠❡♥t ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✉s❡s ❛ ❚❛♥❞❡tr♦♥ t❛♥❞❡♠ ❛❝❝❡❧❡r❛t♦r✱ ✇❤✐❝❤ ♣r♦❞✉❝❡s ❍❡✰ ✐♦♥
✢♦✇ ♦❢ ✶✳✹▼❡❱✳ ❚❤❡ ❜❡❛♠ ✐s ♣♦✐♥t❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ■♥ ❛ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡✈❡♥t ❛ ❍❡✰ ✐♦♥ ❧♦s❡s ❛
❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ✐ts ✐♥✐t✐❛❧ ❡♥❡r❣② E0✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛♥❣❧❡ θ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛ss ♦❢
t❤❡ ❛t♦♠ mAt ✐t s❝❛tt❡r❡❞ ❢r♦♠✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❡♥❡r❣② E1 ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝❛❧ ❢❛❝t♦r
k ❬✾✽❪✿
E1 = k · E0 ✭✻✳✶✮
k =

cos(θ) +
√
(mAtmHe )
2 − sin2(θ)
1 + mAtmHe


2
✭✻✳✷✮
✇❤❡r❡ mAt ✐s t❤❡ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ❍❡✰ ✐♦♥✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ♠❛ss r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ❛♥ ❛♥❣❧❡
❝❧♦s❡ t♦ ✶✽✵ ➦ ✐s ❝❤♦s❡♥✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t❤❡ ✐♦♥s ❧♦s❡ ❡♥❡r❣②✱ ✇❤❡♥ tr❛✈❡❧❧✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳
❚❤❡ ❡♥❡r❣② ❧♦ss dE/dz ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❇❡t❤❡✲❇❧♦❝❤ ❢♦r♠✉❧❛ ❬✾✽❪✳ ❚❤✉s t❤❡ ✜♥❛❧ ❡♥❡r❣② E2 ♦❢ ❛
❍❡✰✱ ❛❢t❡r tr❛✈❡❧✐♥❣ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ d1 t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s❛♠♣❧❡✱ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡✈❡♥t✱ ❛♥❞ tr❛✈❡❧❧✐♥❣ t❤❡
❞✐st❛♥❝❡ d2 ❜❡❢♦r❡ ❡①✐t✐♥❣ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜②
E2(z) = k
(
E0 −
∫ d1
0
(
dE
dz
)
dz
)
−
∫ d2
0
(
dE
dz
)
dz ✭✻✳✸✮
❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢♦r ❛ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡✈❡♥t ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ❬✾✽❪
dω
dΩ
=
(
ZHeZAte
2
4E0
)2
1
(sin(θ/2))4
✭✻✳✹✮
✇❤❡r❡ ZHe ❛♥❞ ZAt ❛r❡ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ t❤❡ ❍❡✰ ✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛t♦♠✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❋r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✻✳✸✮ ❛♥❞ ✭✻✳✹✮ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❞❡♣t❤ r❡s♦❧✈❡❞ ❜②
♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r❡❞ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❍❡✰ ❡♥❡r❣② r❡s♦❧✈❡❞✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❜②
t✉r♥✐♥❣ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♦♥❡ ♠✐❣❤t ✜♥❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❍❡✰ ❛t♦♠s ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢
❛ ❝r②st❛❧ ❛①✐s ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♦❜❥❡❝ts ❛r❡ ❛❧✐❣♥❡❞ ❜❡❤✐♥❞ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r t❤❡
s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡❝r❡❛s❡s ❞r❛st✐❝❛❧❧② ❢♦r s✉❝❤ ❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ■❢ t❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐s ♦❜s❡r✈❡❞
✭❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣✮✱ ✐t ✐s ❛ ♣r♦♦❢ ❢♦r t❤❡ ♠♦♥♦❝r②st❛❧❧✐♥✐t② ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳
✸✼
✻ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ▼❡t❤♦❞s
✻✳✶✳✷ ❘❡✢❡❝t✐♦♥ ❍✐❣❤ ❊♥❡r❣② ❊❧❡❝tr♦♥ ❉✐✛r❛❝t✐♦♥ ✭❘❍❊❊❉✮
❚❤❡ ❣r♦✇t❤ ♦❢ t❤❡ t❤✐♥ ✜❧♠s ❞❡♣♦s✐t❡❞ ❜② ❖▼❇❊ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥✲s✐t✉ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❘❍❊❊❉✳
■♥ t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣❡t✐❝ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛r❡ r❡✢❡❝t❡❞ ❡❧❛st✐❝❛❧❧② ✉♥❞❡r ❛ s♠❛❧❧ ❛♥❣❧❡ ❢r♦♠ t❤❡
s✉r❢❛❝❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ t❤✐♥ ✜❧♠ ✐s ❞❡♣♦s✐t❡❞✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ t❛r❣❡ts ✉s✉❛❧❧② ❛r❡ ♠♦✉♥t❡❞ ❛❧♠♦st ♣❡r♣❡♥✲
❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ s✉❜str❛t❡✱ t❤❡ ❘❍❊❊❉ ✐♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ✭✉♥❧✐❦❡ ❛ ▲♦✇ ❊♥❡r❣② ❊❧❡❝tr♦♥ ❉✐✛r❛❝t✐♦♥
✭▲❊❊❉✮ ❞❡✈✐❝❡✮ ❞♦❡s ♥♦t s❤✐❡❧❞ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❜❡❛♠ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ♥♦✇❛✲
❞❛②s ✐s t❤❡ ♠♦st ♣r♦♠✐♥❡♥t ✐♥✲s✐t✉ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ t❤✐♥ ✜❧♠ ❣r♦✇t❤✱ ❛s ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞
❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣❡t✐❝ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛r❡ r❡✢❡❝t❡❞ ❡❧❛st✐❝❛❧❧② ✉♥❞❡r
❛ s♠❛❧❧ ❛♥❣❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ t❤✐♥ ✜❧♠ ✐s ❞❡♣♦s✐t❡❞✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ str♦♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s
♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❞❡♣t❤ ✐s ♦♥❧② ♦♥❡ ♦r ✈❡r② ❢❡✇ ♠♦♥♦❧❛②❡rs✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❘❍❊❊❉ ✐s ❛♥ ❡①tr❡♠❡❧② s✉r❢❛❝❡ s❡♥s✐t✐✈❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ■❢ t❤❡ ✜❧♠ ❣r♦✇s ❡♣✐t❛①✐❛❧❧② ❛
r❡❣✉❧❛r ♣❛tt❡r♥ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♦♥ ❛ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ s❝r❡❡♥✳ ❇❡s✐❞❡s t❤❡ s♣❡❝✉❧❛r
r❡✢❡❝t❡❞ ❜❡❛♠✱ t❤❡ s♣♦ts ♦♥ t❤❡ s❝r❡❡♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❛❧❧♦✇❡❞ r❡✢❡❝t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ❡♣✐t❛①✐❛❧
s✉r❢❛❝❡✳ ❆ ❞❡t❛✐❧❡❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘❍❊❊❉ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❡✳❣✳
✐♥ ❬✾✾❪✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❘❍❊❊❉ ♣❛tt❡r♥ s❡✈❡r❛❧ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❞r❛✇♥✿ ✜rst ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ s❤❛r♣♥❡ss ♦❢
t❤❡ s♣♦ts ✐s ❛♥ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝r②st❛❧ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❣r♦✇✐♥❣ ❧❛②❡r✳ ❆ ♠♦r❡ ❞✐s♦r✐❡♥t❡❞ ❣r♦✇t❤
r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❜r♦❛❞❡♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣❡❛❦s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ s♣♦ts ✐s ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣✱ ✐❢
t❤❡ t❤✐♥ ✜❧♠ ✐s ❣r♦✇✐♥❣ ✐♥ ❧❛②❡r✲❜②✲❧❛②❡r ♠♦❞❡ ✭✜❣✉r❡ ✻✳✶✮✿ ❋♦r ❛♥ ✐♥❝❧♦♠♣❧❡t❡ ❧❛②❡r t❤❡ s✉r❢❛❝❡
r♦✉❣❤♥❡ss ✐s ❤✐❣❤❡r ❛♥❞ t❤❡ ♦✛✲s♣❡❝✉❧❛r s❝❛tt❡r✐♥❣ ✐s ❡♥❤❛♥❝❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ s♣♦t ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢
t❤❡ s♣❡❝✉❧❛r r❡✢❡❝t✐♦♥ ✐s ♠❛①✐♠✐③❡❞ ❡✈❡r② t✐♠❡ ❛ ❧❛②❡r ❣❡ts ❝♦♠♣❧❡t❡❞✳ ❚❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♥♦t ♦♥❧②
❛r❡ ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❧❛②❡r✲❜②✲❧❛②❡r ❣r♦✇t❤✳ ❚❤❡② ❛❧s♦ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦✉♥t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✉♥✐t ❝❡❧❧s
❣r♦✇♥ ❛♥❞ t❤✉s ❤❡❧♣ t♦ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❧❛②❡r t❤✐❝❦♥❡ss✳
  
θ = 0.25
θ = 0.25
θ = 0.5
θ = 0.75
θ = 1
❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘❍❊❊❉ ✐♥t❡♥s✐t② ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✉❧❛r ✐♥t❡♥s✐t② ❞✉r✐♥❣
❧❛②❡r ❜② ❧❛②❡r ❣r♦✇t❤✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ r❛t❡ θ✱ t❤❡ r♦✉❣❤♥❡ss ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ♦✛✲
s♣❡❝✉❧❛r s❝❛tt❡r✐♥❣ ✐♥❝r❡❛s❡s r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✉❧❛r ✐♥t❡♥s✐t②✳ ❆❢t❡r ❛rr✐✈✐♥❣ ❛t ❛ ♠✐♥✐✉♠
❢♦r θ = 0.5✱ t❤❡ s♣❡❝✉❧❛r ✐♥t❡♥s✐t② ✐♥❝r❡❛s❡s ❛❣❛✐♥ ✉♥t✐❧ ✐t r❡t✉r♥s t♦ ❛ ♠❛①✐♠✉♠✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❧❛②❡r ✐s
❝♦♠♣❧❡t❡❞✳
✻✳✶✳✸ ❆t♦♠✐❝ ❋♦r❝❡ ▼✐❝r♦s❝♦♣② ✭❆❋▼✮
❇② ❆❋▼ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ♦❢ ❛ s❛♠♣❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦♥ ❛♥ ❛t♦♠✐❝
❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡✳ ❆ t✐♥② s❤❛r♣ t✐♣ ✭✉s✉❛❧❧② ♦♥❧② s♦♠❡ ❢❡✇ ❛t♦♠s ❜r♦❛❞✮ ✐s ♣❧❛❝❡❞ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ s✉r❢❛❝❡
✸✽
✻✳✷ ▼❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ▼❛❣♥❡t✐❝ ❛♥❞ ❋❡rr♦❡❧❡❝tr✐❝ ❆♥❛❧②s✐s
✉♥❞❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ t✐♣ ✐s ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ ❛ ❝❛♥t✐❧❡✈❡r✳ ■♥ ✏t❛♣♣✐♥❣ ♠♦❞❡✑ ❛ ♣✐❡③♦ ❝r②st❛❧
❡①❡rts ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝❛♥t✐❧❡✈❡r✳ ❚❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡
t♦ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❲❤❡r❡❛s t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐s ♠♦✈❡❞ ✐♥ ❧❛t❡r❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t ❛❞❥✉sts t❤❡ ③
❝♦♦r❞✐❛♥t❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❝♦♥st❛♥t✱ ✐✳❡✳ t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤❡s❡
❛❞❥✉st♠❡♥ts ❛r❡ ♠♦♥✐t♦r❡❞ ❛♥❞ ❣✐✈❡ ❛ ❧❛t❡r❛❧❧② r❡s♦❧✈❡❞ ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❇❡s✐❞❡s ❛♥❛❧②s✐♥❣
♣♦ss✐❜❧❡ s✉r❢❛❝❡ str✉❝t✉r❡s✱ ❛❧s♦ t❤❡ r♠s✲r♦✉❣❤♥❡ss ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❜②
❛✈❡r❛❣✐♥❣ t❤❡ ❤❡✐❣❤t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
✈♦❧t❛❣❡✱ t❤❛t ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ♣✐❡③♦ ❝r②st❛❧✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝❛♥t✐❧❡✈❡r ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ✐s ♠♦♥✐t♦r❡❞✳ ❚❤❡
♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✉♥❞❡r♥❡❛t❤ t❤❡ t✐♣ ❛♥❞ t❤✉s ❝❛♥ ❣✐✈❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥
❝❤❡♠✐❝❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❞♦♠❛✐♥s ♦r t❡r♠✐♥❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤❡ ❆❋▼ ♣✐❝t✉r❡s ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦
✇❡r❡ t❛❦❡♥ ✇✐t❤ ❛ ❆❣✐❧❡♥t ✺✹✵✵ ✐♥str✉♠❡♥t ✭✜❣✉r❡ ✻✳✷✮✳ ❚♦ ♠♦♥✐t♦r t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t✐♣✱ ❛
❧❛s❡r ❜❡❛♠ ✐s ♣♦✐♥t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜❛❝❦ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛♥t✐❧❡✈❡r ❛♥❞ ❣❡ts r❡✢❡❝t❡❞ t♦ ❛ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
❞❡t❡❝t♦r✳ ❚♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ ❛♥② ❡①t❡r♥❛❧ ❞✐st✉r❜ s✐❣♥❛❧s✱ t❤❡ ❆❋▼ ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ♦♥ ❛ ❤❡❛✈② s❧❛❜✱ ✇❤✐❝❤
✐s ❤❛♥❣✲✉♣ ✇✐t❤ s❤♦❝❦ ❞❛♠♣✐♥❣ ❡❧❛st✐❝ r♦♣❡s ✐♥s✐❞❡ ❛ s♦✉♥❞ ❛❜s♦r❜✐♥❣ ❜♦①✳
❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ❞r❛✇✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❆❋▼ ✐♥str✉♠❡♥t ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❬✾✼❪✳
✻✳✷ ▼❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ▼❛❣♥❡t✐❝ ❛♥❞ ❋❡rr♦❡❧❡❝tr✐❝ ❆♥❛❧②s✐s
✻✳✷✳✶ ❱✐❜r❛t✐♥❣ ❙❛♠♣❧❡ ▼❛❣♥❡t♦♠❡tr②
❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ✇❛s ❞♦♥❡ ✐♥ ❛ ◗✉❛♥t✉♠ ❉❡s✐❣♥ P❤②s✲
✐❝❛❧ Pr♦♣❡rt✐❡s ▼❡s✉r❡♠❡♥t ❙②st❡♠ ✭PP▼❙✮ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❱✐❜r❛t✐♥❣ ❙❛♠♣❧❡ ▼❛❣♥❡t♦♠❡tr② ✭❱❙▼✮
♦♣t✐♦♥✳ ■♥ ❛ ❱❙▼ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ s❛♠♣❧❡ ✐s ♣❧❛❝❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ✏♣✐❝❦✲✉♣ ❝♦✐❧s✑ ✭✜❣✉r❡
✻✳✸✮✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ s❛♠♣❧❡ ✐s ♠♦✈❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♣✐❝❦✲✉♣ ❝♦✐❧s✱ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✢✉①
Φ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣✐❝❦✲✉♣ ❝♦✐❧s t❡♠♣♦r❛r✐❧② ❝❤❛♥❣❡s✳ ❚❤❡r❡❜②✱ ❛ t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈♦❧t❛❣❡ Vcoil ✐s
✐♥❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣✐❝❦✲✉♣ ❝♦✐❧s✿
Vcoil =
dΦ
dt
=
(
dΦ
dz
)(
dz
dt
)
✭✻✳✺✮
■♥ t❤❡ PP▼❙ ❛ ♣✐❡③♦ ❝r②st❛❧ ✐s ✉s❡❞ t♦ ♦s❝✐❧❧❛t❡ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐♥ ❛ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ ✈✐❜r❛t✐♥❣ ♠♦t✐♦♥✳ ■♥
t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ✈♦❧t❛❣❡ ✐♥ t❤❡ ♣✐❝❦✲✉♣ ❝♦✐❧s ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ m ✐♥ t❤❡
s❛♠♣❧❡✿
Vcoil = 2πfCmAsin(2πft) ✭✻✳✻✮
❍❡r❡ C ✐s ❛ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t✱ A ✐s t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❢ ✐s t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢
t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥✳ Vcoil ✐s r❡❛❞ ♦✉t ❜② ❛ ❧♦❝❦✲✐♥ ❛♠♣❧✐✜❡r✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡
✸✾
✻ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ▼❡t❤♦❞s
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐♥ t❤❡ PP▼❙ t♦ ✷❑ ❛♥❞ ❛♣♣❧② ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s ✉♣ t♦ ✾❚✳ ❚❤❡s❡ ♦♣t✐♦♥s ❛❧❧♦✇ ♦♥❡
t♦ ♠❡❛s✉r❡ ❤②st❡r❡s ❝✉r✈❡s ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ s❝❛♥s✳
  
Resonator unit
Sample holder
Sample
Vibration direction
Pick-up coils
❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✿ ❙❦❡t❝❤ ♦❢ ❛ ❱❙▼ ❧✐❦❡ ✐t ✐s ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ◗✉❛♥t✉♠ ❉❡s✐❣♥ PP▼❙✳
✻✳✷✳✷ ❊❧❡❝tr✐❝❛❧ ❍②st❡r❡s✐s ▼❡❛s✉r❡♠❡♥ts
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❢❡rr♦❡❧❡❝tr✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❇❚❖ ❧❛②❡rs✱ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❤②st❡r❡s✐s ♠❡❛s✉r❡✲
♠❡♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ❘❛❞✐❛♥t Pr❡❝✐s✐♦♥ ▲❈ ❛♣♣❛r❛t✉s✳ ❱✐❛ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧
❝♦♥t❛❝ts t❤❡ ❝❤❛r❣❡ Q✱ ✇❤✐❝❤ ❣❡ts tr❛♥s❢❡rr❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s❛♠♣❧❡✱ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❞✉r✐♥❣ s✇✐t❝❤✐♥❣
t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✈♦❧t❛❣❡ V ✳ ❚❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ P ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s✇✐t❝❤❡❞
❝❤❛r❣❡✳ ❇② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ Ea ❢r♦♠ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✈♦❧t❛❣❡ V ✱ ♦♥❡
♦❜t❛✐♥❡s ❢♦r ❛ ❢❡rr♦❡❧❡❝tr✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❤②st❡r❡s✐s ❧♦♦♣ P (E)✳ ❚❤❡ r❡♠❛♥❡♥t ♣♦✲
❧❛r✐③❛t✐♦♥ Pr ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧✲♣❧❛t❡ ❝❛♣❛❝✐t♦r ❜②
Q = 2PrA+ σEat ✭✻✳✼✮
✇❤❡r❡ ❆ ✐s t❤❡ ❛r❡❛ ♦❢ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t♦r✱ σ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ❛♥❞ t t❤❡ ♠❡❛s✉r✐♥❣ t✐♠❡✳ ❚❤❡
s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ✐s ③❡r♦ ❢♦r ❛♥ ✐❞❡❛❧ ❢❡rr♦❡❧❡❝tr✐❝✳ ■t t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❧♦ss ❝✉rr❡♥ts ❝❛✉s❡❞
❜② t❤❡ ♥♦♥ ③❡r♦ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t②✳
✻✳✸ ▼❡s♦s❝♦♣✐❝ ❙tr✉❝t✉r❛❧ ❛♥❞ ▼❛❣♥❡t✐❝ ❆♥❛❧②s✐s
❚❤❡ t❤❡♦r② ❢♦r t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❛s ❛❧r❡❛❞② ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✹✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥ts
✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳
✹✵
✻✳✸ ▼❡s♦s❝♦♣✐❝ ❙tr✉❝t✉r❛❧ ❛♥❞ ▼❛❣♥❡t✐❝ ❆♥❛❧②s✐s
✻✳✸✳✶ ❳✲r❛② ❘❡✢❡❝t♦♠❡tr② ✭❳❘❘✮ ❛♥❞ ❳✲r❛② ❉✐✛r❛❝t✐♦♥ ✭❳❘❉✮
❚❤❡ ❳❘❘ ❛♥❞ ❳❘❉ ❞❛t❛ ❤❛s ❜❡❡♥ t❛❦❡♥ ✇✐t❤ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥str✉♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s ❛
❇r✉❦❡r ❉✽ r❡✢❡❝t♦♠❡t❡r✳ ❆ s❦❡t❝❤ ♦❢ t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✹✳ ❚❤❡ ①✲r❛② r❛❞✐❛t✐♦♥
✐s ❡♠✐tt❡❞ ❢r♦♠ ❛ ❈✉ ❛♥♦❞❡✱ ✇❤✐❝❤ ♠♦st❧② ♣r♦✈✐❞❡s ①✲r❛②s ✇✐t❤ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ✶✳✺✹➴ ✭❈✉ ❑α✮✳
❚❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✐s ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❡❞ ❜② ❛ ✜rst ●ö❜❡❧ ♠✐rr♦r✱ ❛❢t❡r ✇❤✐❝❤ t✇♦ s❧✐ts r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞
❛♥❞ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❜❡❛♠ ✇✐❞t❤✳ ❚❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❡❞ ❜❡❛♠ ✐s r❡✢❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ ❡♥t❡rs t❤❡
❞❡t❡❝t♦r ❛r♠ t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ❛❜s♦r❜❡r ❛♥❞ ❛ t❤✐r❞ s❧✐t✱ ✇❤✐❝❤ ❛❣❛✐♥ ♦♥❧② r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✳ ❆
s❡❝♦♥❞ ●ö❜❡❧ ♠✐rr♦r ❢♦❝✉s❡s t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ❜❡❛♠ t♦ ❛ ❢♦✉rt❤ s❧✐t ✇❤✐❝❤ ❞❡✜♥❡s t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳ ❚❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ✐s ♣❧❛❝❡❞ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❜❡❤✐♥❞ t❤✐s ❧❛st s❧✐t✳ ❇♦t❤ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❛♥❞
❞❡t❡❝t♦r ❛r♠ ❝❛♥ ❜❡ ♠♦✈❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ✐♥ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣❧❛♥❡✳
❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐♥str✉♠❡♥t ✐s ❛ ❍✉❜❡r ❢♦✉r ❝✐r❝❧❡ ❞✐✛r❛❝t♦♠❡t❡r ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ r♦t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
s❛♠♣❧❡ ❛r♦✉♥❞ t✇♦ ❢✉rt❤❡r ❛♥❣❧❡s✳ ❚❤❡ ❛♥❣❧❡s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✺✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ❢♦r ♠❡❛s✉r✐♥❣
r❡✢❡❝t✐♦♥s ❜② ❳❘❉ t❤❛t ❛❧s♦ ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r
✐♥str✉♠❡♥t✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ ❇r✉❦❡r ❢♦✉r ❝✐r❝❧❡ ❞✐✛r❛❝t♦♠❡t❡r ❧♦❝❛t❡❞ ❛t t❤❡ ❈◆▼ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞✳ ■♥
❝♦♥tr❛r② t♦ t❤❡ ✜rst t✇♦ ✐♥str✉♠❡♥ts✱ t❤❡ ♦♥❡ ❛t ❈◆▼ ❤❛s ❛ ❞♦✉❜❧❡ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t♦r t♦ ✜❧t❡r ♦✉t
❛❧❧ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s ❝r❡❛t❡❞ ❜② t❤❡ ①✲r❛② t✉❜❡✳ ❇② t❤✐s ❛ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝ ①✲r❛② ❜❡❛♠ ✐s
❝r❡❛t❡❞ ✇✐t❤ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❈✉ ❑α✶ r❛❞✐❛t✐♦♥✳
  
X-ray cathode
Goebel mirror Goebel mirror
absorber
sample
detector
sl i ts
sl i t
❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✿ ❉r❛✇✐♥❣ ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t♦♠❡t❡r ❣❡♦♠❡tr② t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❬✾✼❪✳
✻✳✸✳✷ P♦❧❛r✐③❡❞ ◆❡✉tr♦♥ ❘❡✢❡❝t♦♠❡tr②
P♦❧❛r✐③❡❞ ◆❡✉tr♦♥ ❘❡✢❡❝t♦♠❡tr② ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡ ▼❛❣♥❡t✐❝ ❆❞✈❛♥❝❡❞ ●r❛③✐♥❣ ■♥❈✐❞❡♥❝❡
❙♣❡❝tr♦♠❡t❡r ✭▼❆●■❈❙✮ ❛t ❜❡❛♠❧✐♥❡ ✹❆ ♦❢ t❤❡ ❙♣❛❧❧❛t✐♦♥ ◆❡✉tr♦♥ ❙♦✉r❝❡ ✭❙◆❙✮ ❛t ❖❛❦ ❘✐❞❣❡
◆❛t✐♦♥❛❧ ▲❛❜♦r❛t♦r② ✭❖❘◆▲✮✳ ❆ s❝❤❡♠❛t✐❝ ❞r❛✇✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✻✳ ■♥
t❤❡ s♣❛❧❧❛t✐♦♥ s♦✉r❝❡ ♣r♦t♦♥ ❜✉♥❝❤❡s ❛r❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ♦♥t♦ ❛ ❧✐q✉✐❞ ♠❡r❝✉r② t❛r❣❡t ✐♥❞✉❝✐♥❣ t❤❡
s♣❛❧❧❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡ ❙◆❙ ✉s✉❛❧❧② ♦♣❡r❛t❡s ❛t ❛ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ✻✵❍③✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ♥❡✉tr♦♥s
❛r❡ s❧♦✇❡❞ ❞♦✇♥ ❜② ❛ ♠♦❞❡r❛t♦r ❛♥❞ ❣✉✐❞❡❞ t♦ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ❛rr❛② ♦❢ ♥❡✉tr♦♥
♦♣t✐❝s✳ ▼❆●■❈❙ ♦♣❡r❛t❡s ✐♥ t✐♠❡✲♦❢✲✢✐❣❤t ✭❚❖❋✮ ♠♦❞❡ ✭✜❣✉r❡ ✻✳✼✮✿ ❛❧❧ ♥❡✉tr♦♥s ❝r❡❛t❡❞ ❜② ❛
❝❡rt❛✐♥ ♣r♦t♦♥ ♣✉❧s❡ ♦❢ t❤❡ ❙◆❙ ❧❡❛✈❡ t❤❡ ♠♦❞❡r❛t♦r ✇✐t❤✐♥ ❛ ♥❛rr♦✇ t✐♠❡ ✇✐♥❞♦✇✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣
♦♥ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ t❤❡② ❛rr✐✈❡ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡s ❛t t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ❛❢t❡r ❜❡✐♥❣ r❡✢❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡
s❛♠♣❧❡✳ ❇② t❤✐s✱ ✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ❛ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝ r❡✢❡❝t♦♠❡t❡r✱ ❛ ❜r♦❛❞ Q r❛♥❣❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦✈❡r❡❞
❛t ♦♥❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❛♥❣❧❡ θ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❧✐♠✐t❡❞ t✐♠❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r✱ t❤❡
✢✐❣❤t ♣❛t❤ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❧♦♥❣ ❡♥♦✉❣❤ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ s✉✣❝✐❡♥t Q r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ❆t ▼❆●■❈❙ t❤❡
❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♠♦❞❡r❛t♦r ❛♥❞ ❞❡t❡❝t♦r ✐s ❛❜♦✉t ✶✾♠✳ ❚♦ ❛✈♦✐❞ ♦✈❡r❧❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ s❧♦✇ ♥❡✉tr♦♥s
♦❢ ♦♥❡ ❜✉♥❝❤ ✇✐t❤ ❢❛st ♥❡✉tr♦♥s ♦❢ t❤❡ ♥❡①t ❜✉♥❝❤❡s✱ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ r❛♥❣❡ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❧✐♠✐t❡❞
✭✜❣✉r❡ ✻✳✼✮✳ ❋♦r ❛ ✶✽♠ ✢✐❣❤t ♣❛t❤ ❛♥❞ ❛ ♣✉❧s❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ✻✵❍③ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ r❛♥❣❡
✹✶
✻ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ▼❡t❤♦❞s
❋✐❣✉r❡ ✻✳✺✿ ❉r❛✇✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✹✲❝✐r❝❧❡ ❣❡♦♠❡tr② t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❬✾✼❪✳
✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✸➴✳ ❚❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐s ❞♦♥❡ ❜② ❛ s❡t ♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❝❤♦♣♣❡rs✳ ❚❤r❡❡ ❝❤♦♣♣❡rs
❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ ❛t ▼❆●■❈❙ t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❛t s❧♦✇ ♥❡✉tr♦♥s ❝❛♥ ♣❛ss t❤❡ ❝❤♦♣♣❡rs ✇✐t❤ ❛ s✉❜s❡q✉❡♥t
❜✉♥❝❤✳ ❇❡❤✐♥❞ t❤❡ ❝❤♦♣♣❡rs t❤❡ ♥❡✉tr♦♥ ❜❡❛♠ ✐s ❝♦❧❧✐♠❛t❡❞ ❜② s❧✐ts ❜❡❢♦r❡ ✐t ❣❡ts ♣♦❧❛r✐③❡❞ ❜② ❛
s✉♣❡r♠✐rr♦r✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s♣✐♥ ✢✐♣♣❡r ❛❧❧♦✇s ❢♦r s❡tt✐♥❣ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❜❡❛♠ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ t♦ ✑❯♣✏
♦r ✑❉♦✇♥✏✳ ❚❤❡ ❜❡❛♠ t❤❡♥ ❣❡ts r❡✢❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♣❧❛❝❡❞ ✐♥ ❛ ❝❧♦s❡❞ ❝②❝❧❡ ❝r②♦♠❛❣♥❡t
❛tt❛❝❤❡❞ ♦♥ ❛ ❣♦♥✐♦♠❡t❡r t❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ❜❡❛♠ ✐s ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ ❛♥❛❧♦❣♦✉s
✇❛② t♦ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❜② ❛ s♣✐♥✢✐♣♣❡r ❛♥❞ ❛ s✉♣❡r♠✐rr♦r✳ ❋✐♥❛❧❧② t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ♥❡✉tr♦♥
❜❡❛♠ ✐s ❞❡t❡❝t❡❞ ❜② ❛ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ s❡♥s✐t✐✈❡ ✸❍❡ ❞❡t❡❝t♦r✳
✻✳✸✳✸ ❳✲r❛② ❘❡s♦♥❛♥t ▼❛❣♥❡t✐❝ ❙❝❛tt❡r✐♥❣ ✭❳❘▼❙✮ ✐♥ r❡✢❡❝t♦♠❡tr② ❣❡♦♠❡tr②
❚❤❡ ❳❘▼❙ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ♦♥ ❜❡❛♠❧✐♥❡ ✹✲■❉✲❈ ♦❢ t❤❡ ❆❞✈❛♥❝❡❞ P❤♦t♦♥
❙♦✉r❝❡ ✭❆P❙✮ ❛t ❆r❣♦♥♥❡ ◆❛t✐♦♥❛❧ ▲❛❜♦r❛t♦r② ✭❆◆▲✮✳ ■♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♠♦❞❡ ✼●❡❱
❡❧❡❝tr♦♥s ❛r❡ ✐♥s❡rt❡❞ ✐♥ t❤❡ ✶✶✵✹♠ ❝✐r❝✉♠❢❡r❡♥❝❡ st♦r❛❣❡ r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❆P❙✱ ✇❤✐❝❤ ✉s✉❛❧❧② r❡s✉❧ts
✐♥ ❛ ✶✵✵♠❆ ❝✉rr❡♥t✳ ❚❤❡ ✐♥s❡rt✐♦♥ ❞❡✈✐❝❡ ♦❢ s❡❝t♦r ✹ ✐s ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❝✐r❝✉❧❛r ♣♦❧❛r✐③✐♥❣
✉♥❞✉❧❛t♦r ✭❈P❯✮✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❞❡❧✐✈❡r ❜♦t❤ ❛ ❝✐r❝✉❧❛r ♦r ❧✐♥❡❛r ♣♦❧❛r✐③❡❞ ①✲r❛② ❜❡❛♠ ✐♥ t❤❡ s♦❢t
①✲r❛② ❡♥❡r❣② r❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✺✵✵ ❛♥❞ ✷✽✵✵ ❡❱ ✭✼✵✵ t♦ ✷✽✵✵ ❡❱ ❢♦r ❧✐♥❡❛r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✮✳ ❚❤❡ ♦♣t✐❝s
♦❢ ❜❡❛♠❧✐♥❡ ✹✲■❉✲❈ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✽✳ ❚❤❡ ♣♦❧❛r✐③❡❞ ❜❡❛♠ ✐s r❡✢❡❝t❡❞ ❜② ❛ ✜rst ♠✐rr♦r ♦♥ ❛
s♣❤❡r✐❝❛❧ ❣r❛t✐♥❣ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t♦r✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❡♥❡r❣② ✐s s❡❧❡❝t❡❞ ✭r❡s♦❧✉t✐♦♥ ∆EE = 2·10−4✮✳
❆❢t❡r t❤❛t ❛ s❡❝♦♥❞ ♠✐rr♦r r❡✢❡❝ts t❤❡ ❜❡❛♠ t♦ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❛♥ ❢♦❝✉s t❤❡ ❜❡❛♠ t♦ ❛
s♣♦t s✐③❡ ♦❢ ✸✵✵µ♠ t✐♠❡s ✶✵✵µ♠✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ t❤❡ ❳❘▼❙ st❛t✐♦♥ ♦❢ ❜❡❛♠❧✐♥❡ ✹✲■❉✲❈ ❤❛s ❜❡❡♥
✉s❡❞✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ①✲r❛② ❜❡❛♠ ❝❛♥ ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✉♣ t♦ 2θ ≈ 45➦✭✜❣✉r❡ ✻✳✾✮✳ ❚❤❡ ❞❡t❡❝t♦r
✐s ❛♥ ①✲r❛② ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡ ❢r♦♠ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❘❛❞✐❛t✐♦♥ ❉❡t❡❝t♦rs✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t✇♦ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡
✉s❡❞ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✿ ❡❧❡❝tr♦♥s t❤❛t r❡✜❧❧ t❤❡ ❤♦❧❡s
❝r❡❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦r❡ ♦r❜✐t❛❧s ❜② t❤❡ ①✲r❛② ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝❛♥ ❧♦s❡ t❤❡✐r ❡①❝❡ss ❡♥❡r❣② ✐♥ t✇♦ ✇❛②s✳ ❚❤❡
✜rst ✐s ❡♠✐ss✐♦♥ ♦❢ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ♣❤♦t♦♥s✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ♣❤♦t♦♥s ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦
t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ s✐❣♥❛❧ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② ❛ ❙■■✲❱♦rt❡① ❞❡t❡❝t♦r ✭❚♦t❛❧
❋❧✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ❨✐❡❧❞ ✭❚❋❨✮✮✳ ❇② ❚❋❨ ✉♣ t♦ ✷✵ ♥♠ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❛t t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦❜❡❞✱
✇❤✐❝❤ ✐s ♠♦r❡ t❤❛♥ t❤❡ ❧❛②❡r t❤✐❝❦♥❡ss❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳ ❚❤❡ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡
✹✷
✻✳✸ ▼❡s♦s❝♦♣✐❝ ❙tr✉❝t✉r❛❧ ❛♥❞ ▼❛❣♥❡t✐❝ ❆♥❛❧②s✐s
❋✐❣✉r❡ ✻✳✻✿ ❇❡❛♠❧✐♥❡ ❧❛②♦✉t ♦❢ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❡❞ ♥❡✉tr♦♥ r❡✢❡❝t♦♠❡t❡r ▼❆●■❈❙ ❛t t❤❡ ❙◆❙ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❬✶✵✵❪
  
0                  1/60               2/60               3/60
1st chopper
2nd chopper
3rd chopper
Detector 
 at 19m
Flight path   
   L [m]
Time of 
fl ight [s]
λ= 2Å
λ= 5Å
Moderator 
❋✐❣✉r❡ ✻✳✼✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ❞r❛✇✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❚❖❋ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❢♦r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✉s❡❞ ❛t ▼❆●■❈❙
✹✸
✻ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ▼❡t❤♦❞s
♦❢ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛ ✉s✉❛❧❧② ✇❡❛❦ s✐❣♥❛❧✱ s✐♥❝❡ ❆✉❣❡r ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❤❛♣♣❡♥
✐♥ t❤❡ s♦❢t ①✲r❛② r❡❣✐♠❡ t❤❛♥ ♣❤♦t♦♥ ❡♠✐ss✐♦♥✳ ■♥ ❛♥ ❆✉❣❡r ♣r♦❝❡ss t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ t❤❛t ✜❧❧s t❤❡
❝♦r❡ ❧❡✈❡❧ tr❛♥s❢❡rs t❤❡ ❡①❝❡ss ❡♥❡r❣② t♦ ❛♥♦t❤❡r ❡❧❡❝tr♦♥ ✭❆✉❣❡r ❡❧❡❝tr♦♥✮✳ ❚❤❡ ❆✉❣❡r ❡❧❡❝tr♦♥s
❞✐str✐❜✉t❡ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② ❜② ✐♥❡❧❛st✐❝ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s t♦ ♦t❤❡r ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳
❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❝✉rr❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞✳ ❆❣❛✐♥ ✐t ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡
✭❚♦t❛❧ ❊❧❡❝tr♦♥ ❨✐❡❧❞ ✭❚❊❨✮✮✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ❢♦r ❚❋❨✱ t❤❡ ❞❡♣t❤
♣r♦❜❡❞ ❜② ❚❊❨ ✐s ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r ❞✉❡ t♦ t❤❡ s♠❛❧❧ ❢r❡❡ ♠❡❛♥ ♣❛t❤ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
♦♥❧② t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦♣ ✶✲✷ ♥♠ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② ❚❊❨✳
❋✐❣✉r❡ ✻✳✽✿ ❙❝❛tt❡r✐♥❣ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ ❜❡❛♠❧✐♥❡ ✹✲■❉✲❈ ❛t ❙❡❝t♦r ✹ ♦❢ t❤❡ ❆P❙ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❬✶✵✶❪
❆t t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥✱ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✉♣ t♦ ✺✵✵❖❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜❧♠ ♣❧❛♥❡ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡
s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣❧❛♥❡ ❜② ❛ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♦❧❡❞ ❜② ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✢♦✇
❝r②♦st❛t t♦ ❛❜♦✉t ✶✺❑✳
  
Electro
magne
tH
❋✐❣✉r❡ ✻✳✾✿ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❳❘▼❙ st❛t✐♦♥ ♦❢ ❜❡❛♠❧✐♥❡ ✹✲■❉✲❈ ✭t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❬✶✵✷❪✮✳
✹✹
✼ ❘❡s✉❧ts ❛♥❞ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ■✿
▲❛✵✳✻✻❙r✵✳✸✸▼♥❖✸✲δ✴❙r❚✐❖✸
✼✳✶ Pr❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ st♦✐❝❤✐♦♠❡tr✐❝ ▲❙▼❖ s✐♥❣❧❡ ❛♥❞ ▲❙▼❖✴❙❚❖
❜✐❧❛②❡rs
▲❛✵✳✻✻❙r✵✳✸✸▼♥❖✸✴❙r❚✐❖✸ ❜✐❧❛②❡rs ❛♥❞ ▲❛✵✳✻✻❙r✵✳✸✸▼♥❖✸ s✐♥❣❧❡ ❧❛②❡rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r❡♣❛r❡❞ ❜②
❜♦t❤ ❍❙❉ ❛♥❞ P▲❉ ♦♥ s✐♥❣❧❡ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ✭✵✵✶✮ ♦r✐❡♥t❡❞ ❙r❚✐❖✸ s✉❜str❛t❡s✳ ❇❡❢♦r❡ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥✱
t❤❡ s✉❜str❛t❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛♥♥❡❛❧❡❞ ✐♥ ❛♥ ♦✈❡♥ ❢♦r ♦♥❡ ❤♦✉r ❛t ✾✵✵ ➦❈✳ ❚❤❡ ❤❡❛t✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♦❧✐♥❣
r❛t❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✶✵✵ ➦❈✴❤ t♦ ❛✈♦✐❞ ❝r❛❝❦✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s✉❜str❛t❡s✳ ❇② t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦r❣❛♥✐❝ r❡s✐❞✉❡s
❛r❡ r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s✉❜str❛t❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❣❡ts ❛s s♠♦♦t❤ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✱ ✐✳❡✳ t❤❡
♦♥❧② r❡♠❛✐♥✐♥❣ r♦✉❣❤♥❡ss ✐s t❤❡ st❡♣s ♦❢ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ❤❡✐❣❤t ❢r♦♠ ♦♥❡ ❛t♦♠✐❝❛❧❧② ✢❛t t❡rr❛❝❡ t♦ t❤❡
♥❡①t ♦♥❡✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡r❡ ❛❧✇❛②s ✐s s♦♠❡ ♠✐s✲❝✉t ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ♣❧❛♥❡s✱
t❤❡s❡ t❡rr❛❝❡s ❛r❡ ✉♥❛✈♦✐❞❛❜❧❡ ❛♥❞ ❜❡❝♦♠❡ s♠❛❧❧❡r ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♠✐s✲❝✉t✳ ❆♥ ❆❋▼ ♣✐❝t✉r❡ ♦❢
t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ s✉❜str❛t❡ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✶✳ ■♥ t❤❡ ♣❤❛s❡ ♣✐❝t✉r❡✱ t❤❡ ❝❧❡❛r❧② ❞✐st✐♥❝t
r❡❣✐♦♥s ♣r♦❜❛❜❧② ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ t✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✐✛❡r❡♥t t❡r♠✐♥❛t❡❞ s✉r❢❛❝❡ ❛r❡❛✱ ♥❛♠❡❧② ❙r❖
❛♥❞ ❚✐❖✷✳
  
❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✿ ❆❋▼ ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ ❛ s✉❜str❛t❡ ❛❢t❡r t❤❡ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❆t♦♠✐❝❛❧❧② ✢❛t s✉r❢❛❝❡s ❝❛♥
❜❡ s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♦❤② ♣✐❝t✉r❡✳ ■♥ t❤❡ ♣❤❛s❡ ♣✐❝t✉r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦❧♦r❡❞ ❛r❡❛s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t
t❡r♠✐♥❛t❡❞ s✉r❢❛❝❡ r❡❣✐♦♥s ✭❙r❖ ♦r ❚✐❖✷✮
❋♦r t❤❡ ❍❙❉ s❛♠♣❧❡ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ▲❡s❦❡r ▲❛✵✳✻✻❙r✵✳✸✸▼♥❖✸ ❛♥❞ ❙r❚✐❖✸ t❛r❣❡ts ✇✐t❤
❞✐❛♠❡t❡r ✷ ✐♥❝❤ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞✳ ▲❙▼❖ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡♣♦s✐t❡❞ ❜② ❉❈ s♣✉tt❡r✐♥❣ ❛t ❛ ✈♦❧t❛❣❡ ♦❢
✹✺
✼ ❘❡s✉❧ts ❛♥❞ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ■✿ ▲❛✵✳✻✻❙r✵✳✸✸▼♥❖✸✲δ✴❙r❚✐❖✸
✸✼✵❱✱ ❙❚❖ ❜② ❆❈ s♣✉tt❡r✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ♣♦✇❡r ♦❢ ✽✵❲✳ ❇♦t❤ ♠❛t❡r✐❛❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡♣♦s✐t❡❞ ❛t ❛
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ❚s❂✼✺✵ ➦❈✳ ❚❤❡ ♦①②❣❡♥ ♣r❡ss✉r❡ ❞✉r✐♥❣ s♣✉tt❡r✐♥❣ ❤❛s ❜❡❡♥ ✈❛r✐❡❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t
s❛♠♣❧❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✷✳✵ ❛♥❞ ✵✳✻♠❜❛r✳ ❚❤❡r❡❜② ❛❧s♦ t❤❡ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ r❛t❡s ✈❛r✐❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ✶✳✵➴✴♠✐♥
❛t ✷✳✵♠❜❛r ❛♥❞ ✶✳✼➴✴♠✐♥ ❛t ✵✳✻♠❜❛r
❋♦r t❤❡ P▲❉ ❣r♦✇t❤ ❛♥ ❡①❝✐♠❡r ❧❛s❡r ✭▲❆▼❇❉❆ ▲P❳✸✵✺✮ ✇✐t❤ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ✷✹✽ ♥♠✱ ❛ r❡♣❡t✐t✐♦♥
r❛t❡ ♦❢ ✶✵❍③ ❛♥❞ ❛♥ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ♦❢ ✸✳✺ ❏✴❝♠✷ ✇❛s ✉s❡❞✳ ❚❤❡ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ t❛r❣❡t ❝♦♥s✐sts ♦❢
s✐♥t❡r❡❞ ♣♦✇❞❡r ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ st♦✐❝❤✐♦♠❡tr② ▲❛✵✳✻✻❙r✵✳✸✸▼♥❖✸ ❢♦r t❤❡ ▲❙▼❖ ❛♥❞ ❛ s✐♥❣❧❡
❝r②st❛❧ t❛r❣❡t ❢♦r t❤❡ ❙r❚✐❖✸✳ ❆ t②♣✐❝❛❧ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ r❛t❡ ♦❢ ✵✳✻ ♥♠✴s ✇❛s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❢♦r ❜♦t❤
♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❙✉❜str❛t❡s ✇❡r❡ ♣❧❛❝❡❞ ♦♥ ❛ r❡s✐st✐✈❡ ❙✐❈ ❤❡❛t❡r✳ ❉❡♣♦s✐t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ✐♥ t❤❡
r❛♥❣❡ ♦❢ ❚s❂✼✺✵ ➦❈ ✇❡r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❣r♦✇t❤✳
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❘
❇
❙
■♥
t❡
♥s
✐t
②
❬❛
✳✉
✳❪
❊♥❡r❣② ❬❦❡❱❪
❘❇❙ r❛♥❞♦♠ s♣❡❝tr✉♠
❙✐♠✉❧❛t✐♦♥
❘❇❙ ❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ s♣❡❝tr✉♠
❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✿ ❘❇❙ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ❛ ▲❙▼❖✴❙❚❖ ❜✐❧❛②❡r ❣r♦✇♥ ❜② P▲❉✳ ❚❤❡ ❝♦❧♦r❡❞ ❛r❡❛s ❝♦rr❡s♣♦♥❞
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② t♦ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡❧❡♠❡♥ts t♦ t❤❡ ❘❇❙ s♣❡❝tr✉♠ ❢♦r ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛❧♦♥❣
❛ r❛♥❞♦♠ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭❜✉t ❛❧♠♦st ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ s❛♠♣❧❡ s✉r❢❛❝❡✮✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞
s♣❡❝tr✉♠ ❢♦r ❛ ▲❛✵✳✻✻❙r✵✳✸✸▼♥❖✸✴❙r❚✐❖✸ ❜✐❧❛②❡r ❣r♦✇♥ ♦♥ ❛ ❙r❚✐❖✸ s✉❜str❛t❡ ✇✐t❤ ❧❛②❡r t❤✐❝❦♥❡ss❡s ♦❢
✾✺ ❛♥❞ ✺✽✵➴✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❝♦♥✜r♠✐♥❣ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ st♦✐❝❤✐♦♠❡tr②✳ ❚❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ s♣❡❝tr✉♠ ✐s s❤♦✇♥ ❛s
✇❡❧❧ ✭❜❧✉❡ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts✮✳
❙❛♠♣❧❡s ❣r♦✇♥ ❜② ❜♦t❤ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛♥❛❧②③❡❞ ✜rst ❜② ❘❇❙ ✭✜❣✉r❡ ✼✳✷✮✳ ❚❤❡ st♦✐❝❤✐♦♠❡tr②
♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ❣r♦✇♥ ❜② P▲❉ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❜② ❍❙❉ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ t♦ ❜❡ ▲❛✵✳✻✻❙r✵✳✸✸▼♥❖✸✲δ
✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✭❛❜♦✉t ✺✪✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❜② t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ♦♥❧② t❤❡ r❛t✐♦
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❡t❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❡❝❦❡❞✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ s♠❛❧❧ ❛t♦♠✐❝ ♠❛ss ♦❢ ♦①②❣❡♥✱ t❤❡
❡rr♦r ❜❛r ♦♥ t❤❡ ♦①②❣❡♥ ✈❛❧✉❡ ✐s ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② t❤❡ δ ✐♥ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛✳ ❚❤✉s
♦①②❣❡♥ ❞❡✜❝✐❡♥❝✐❡s ✭♦r ❡①❝❡ss✮ ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❜② t❤✐s ♠❡t❤♦❞✳ ❇② r♦t❛t✐♥❣ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❛♥
✐♥❝✐❞❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✇❛s ❢♦✉♥❞ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❘❇❙ s✐❣♥❛❧ ✐s ❞r❛st✐❝❛❧❧② s✉♣♣r❡ss❡❞ ✭❜❧✉❡ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts
✐♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✷✮✳ ❚❤✐s ✏❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣✏ ❝❛♥ ♦♥❧② ♦❝❝✉r ❢♦r s✐♥❣❧❡ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ s❛♠♣❧❡s✱ ✐❢ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t
❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ❛❧♦♥❣ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝r②st❛❧ ❛①✐s✳ ❆ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞♦✇♥ t♦ ❛❜♦✉t ✺✪ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❛❧♦♥❣ ❛
r❛♥❞♦♠ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❝♦♥✜r♠s t❤❡ ❣♦♦❞ ❝r②st❛❧ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✭s❡❡ ❛❧s♦ ❳❘❉ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥
❜❡❧♦✇✮✳
✹✻
✼✳✶ Pr❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ st♦✐❝❤✐♦♠❡tr✐❝ ▲❙▼❖ s✐♥❣❧❡ ❛♥❞ ▲❙▼❖✴❙❚❖ ❜✐❧❛②❡rs
❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ❧❛②❡r t❤✐❝❦♥❡ss❡s ❝❛♥ ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❜❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❘❇❙ ❞❛t❛ ❛s ✇❡❧❧✱ ❳❘❘
✇❛s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❧❛②❡r t❤✐❝❦♥❡ss❡s ❛♥❞ r♦✉❣❤♥❡ss❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡❧②✳ ❚❤❡
❞❛t❛ ❤❛s ❜❡❡♥ ♠♦❞❡❧❡❞ ✉s✐♥❣ P❛rr❛tts ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✹ ❬✼✾✱ ✶✵✸❪✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦
✜♥❞ ❛ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✱ t❤❡ ✜tt✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ tr✐❡s t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭❋✐❣✉r❡ ♦❢ ▼❡r✐t ✭❋❖▼✮✮
FOM =
1
N
N∑
i
(log(Di)− log(Si))2 ✭✼✳✶✮
✇❤❡r❡ Di ❛r❡ t❤❡ N ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✐♥t❡♥s✐t② ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts✳ Si ❛r❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s✐♠✉❧❛t❡❞
✐♥t❡♥s✐t② ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❋❖▼ ✐s s✉✐t❛❜❧❡✱ ✐❢ t❤❡ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts s♣❛♥ ♦✈❡r s❡✈❡r❛❧ ♦r❞❡rs ♦❢
♠❛❣♥✐t✉❞❡✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠s ❡♥s✉r❡s t❤❛t s♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ♥♦t ✉♥❞❡rr❛t❡❞✳ ❚❤✐s
❋❖▼ ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✜ts✳
✶✵−1
✶✵0
✶✵1
✶✵2
✶✵3
✶✵4
✶✵5
✶✵6
✵ ✵✳✶ ✵✳✷ ✵✳✸ ✵✳✹ ✵✳✺ ✵✳✻ ✵✳✼ ✵✳✽
■
❬❝
♦✉
♥t
s✴
s❪
◗③ ❬➴−1❪
◆♦ t♦♣ ❧❛②❡r
❉❛t❛
❙✐♠✉❧❛t✐♦♥
✶✵−1
✶✵0
✶✵1
✶✵2
✶✵3
✶✵4
✶✵5
✶✵6
✵ ✵✳✶ ✵✳✷ ✵✳✸ ✵✳✹ ✵✳✺ ✵✳✻ ✵✳✼ ✵✳✽
■
❬❝
♦✉
♥t
s✴
s❪
◗③ ❬➴−1❪
❲✐t❤ t♦♣ ❧❛②❡r
❉❛t❛
❙✐♠✉❧❛t✐♦♥
✭❛✮ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ t❤✐♥ s✉r❢❛❝❡ ❧❛②❡r✳ ❚❤❡ ♣❧♦t s❤♦✇s ❳❘❘ ❞❛t❛ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ▲❙▼❖
s✐♥❣❧❡ ❧❛②❡r ❣r♦✇♥ ❜② ❍❙❉✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✉r❢❛❝❡ ❧❛②❡r ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡✲
♠❡♥t✳
✶✵−1
✶✵0
✶✵1
✶✵2
✶✵3
✶✵4
✶✵5
✶✵6
✵ ✵✳✶ ✵✳✷ ✵✳✸ ✵✳✹ ✵✳✺ ✵✳✻ ✵✳✼ ✵✳✽
■
❬❝
♦✉
♥t
s✴
s❪
◗③ ❬➴−1❪
◆♦ t❤✐❝❦♥❡ss
✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t✐❡s
❉❛t❛
❙✐♠✉❧❛t✐♦♥
✶✵−1
✶✵0
✶✵1
✶✵2
✶✵3
✶✵4
✶✵5
✶✵6
✵ ✵✳✶ ✵✳✷ ✵✳✸ ✵✳✹ ✵✳✺ ✵✳✻ ✵✳✼ ✵✳✽
■
❬❝
♦✉
♥t
s✴
s❪
◗③ ❬➴−1❪
❲✐t❤ t❤✐❝❦♥❡ss
✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t✐❡s
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✭❜✮ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤✐❝❦♥❡ss ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t✐❡s✳ ❉✐s♣❧❛②❡❞ ❛r❡ t❤❡ ❞❛t❛ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ▲❙▼❖✴❙❚❖ ❜✐❧❛②❡r
❣r♦✇♥ ❜② P▲❉✳ ●♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤✐❝❦♥❡ss ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t✐❡s
❋✐❣✉r❡ ✼✳✸✿ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ t✇♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❛s♣❡❝ts ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦ ✜t t❤❡ ❳❘❘ ❞❛t❛
✹✼
✼ ❘❡s✉❧ts ❛♥❞ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ■✿ ▲❛✵✳✻✻❙r✵✳✸✸▼♥❖✸✲δ✴❙r❚✐❖✸
❙✐♥❝❡ t❤❡ st♦✐❝❤✐♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ❧❛②❡rs ❛❧r❡❛❞② ✐s ❝♦♥✜r♠❡❞ ❜② ❘❇❙✱ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❧❡♥❣t❤ ❞❡♥s✐t✐❡s
❛r❡ ♥♦t ✜tt❡❞✱ ❜✉t ❦❡♣t ✜①❡❞ ❛t t❤❡ ❜✉❧❦ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ▲❙▼❖ ❛♥❞ ❙❚❖✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♦♥❧② ❢r❡❡
♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ t❤❡ ❧❛②❡r t❤✐❝❦♥❡ss❡s ❛♥❞ t❤❡ r♦✉❣❤♥❡ss❡s ♦❢ t❤❡ ❧❛②❡rs ❛♥❞ t❤❡ s✉❜str❛t❡✳ ❋♦r
❛❧❧ s❛♠♣❧❡s t❤✐s s✐♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧ ✇❛s ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❞❛t❛ ❜② t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡
t✇♦ ❛❞❥✉st♠❡♥ts ♥❡❡❞❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ s❛t✐s❢②✐♥❣ r❡s✉❧ts ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ❚❤❡✐r
✐♥✢✉❡♥❝❡s ♦♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✸✳
❚❤❡ ✜rst ❛❞❥✉st♠❡♥t ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❞♦♥❡ ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✭✜❣✉r❡ ✼✳✸❛✮✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❧❡♥❣t❤ ❞❡♥s✐t✐❡s ♦❢ ❛✐r ❛♥❞ s❛♠♣❧❡ ♠❛t❡r✐❛❧✱ t❤❡ ❳❘❘ ❞❛t❛ ✐s ❡①tr❡♠❡❧②
s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ♦❢t❡♥ ✐s ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t t♦ ♠♦❞❡❧
t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❜② ❥✉st t❤❡ r♠s✲r♦✉❣❤♥❡ss ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ t♦♣ ❧❛②❡r✳ ❚♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❛
t❤✐♥ s✉r❢❛❝❡ ❧❛②❡r ✭❛r♦✉♥❞ ✶ ♥♠✮ ✇✐t❤ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ r♦✉❣❤♥❡ss ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❢♦r ❛❧❧
s❛♠♣❧❡s✳ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✹ ✐❧❧✉str❛t❡s✱ ❤♦✇ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡s✱ ✐✳❡✳ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡
♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ r♦✉❣❤♥❡ss✱ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ r♠s✲r♦✉❣❤♥❡ss
♣❛r❛♠❡t❡rs ❛t t❤❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❋♦r ❛❧❧ s❛♠♣❧❡s✱ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❧❡♥❣t❤ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❧❛②❡r ✇❛s
s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ❢♦r t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♦❢ t❤❡ t♦♣ ❧❛②❡r✳ ❚❤✐s ✐s ✐♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤
t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❧❛②❡r ❜❡✐♥❣ ❛ r❡❣✐♦♥ t❤❛t ✐s ♦♥❧② ♣❛rt✐❛❧❧② ✜❧❧❡❞ ❜② t♦♣ ❧❛②❡r ♠❛t❡r✐❛❧
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▲❙▼❖ ❧❛②❡r ✇✐t❤ r♠s✲r♦✉❣❤♥❡ss ✸➴ ❛♥❞ ❛ ✽➴ s✉r❢❛❝❡ ❧❛②❡r ✇✐t❤ r♠s✲r♦✉❣❤♥❡ss ✼➴✳ ❚❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡
s✉r❢❛❝❡ ❧❛②❡r ✐s ✺✵✪ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ t♦t❛❧ ▲❙▼❖ ❧❛②❡r t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ ✶✵✵➴✳ ❇❧✉❡✿ ✾✻➴ ▲❙▼❖ ❧❛②❡r ✇✐t❤
r♠s✲r♦✉❣❤♥❡ss ✽➴ ❛♥❞ ❛ ✽➴ s✉r❢❛❝❡ ❧❛②❡r ✇✐t❤ r♠s✲r♦✉❣❤♥❡ss ✸➴✳
❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛s♣❡❝t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱ ❛r❡ t❤✐❝❦♥❡ss ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t✐❡s ✭✜❣✉r❡ ✼✳✸❜✮✳
❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✺✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② s❛♠♣❧❡s ♣r❡♣❛r❡❞ ❜② P▲❉ ✉s✉❛❧❧② r❡✈❡❛❧ s♦♠❡ t❤✐❝❦♥❡ss
❞✐str✐❜✉t✐♦♥✿ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣❧❛s♠❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ❜❡❛♠ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ t❛r❣❡t✱ t❤❡ ❞❡✲
♣♦s✐t✐♦♥ r❛t❡ ✐s ❤✐❣❤❡st ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ s✉❜str❛t❡✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✐♥
❛ ❳❘❘ ❡①♣❡r✐♠❡♥t s♠❡❛r ♦✉t✳ ❚❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ t❤✐❝❦♥❡ss ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t✐❡s ✐s s✉♣♣♦rt❡❞ ❜②
t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❛ P▲❉ ❛♥❞ ❛ ❍❙❉ ▲❙▼❖✴❙❚❖ ❜✐❧❛②❡r ♦❢ s✐♠✐❧❛r ❧❛②❡r t❤✐❝❦♥❡ss❡s✿ ❢r♦♠
t❤❡ ❞❛t❛ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✺❛ ❛♥❞ ❜ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥✱ t❤❛t t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❍❙❉ s❛♠♣❧❡ ❛r❡ ♠♦r❡
♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ s✉❣❣❡st✐♥❣ ♠♦r❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❧❛②❡r t❤✐❝❦♥❡ss❡s ❛s ❡①♣❡❝t❡❞✳ ❉❡t❛✐❧❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
♦♥ ❤♦✇ t❤❡ ❧❛②❡r ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t✐❡s ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✾✼❪✳ ❋♦r t❤❡ s❛♠♣❧❡s ✐♥ t❤✐s
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❛❧♠♦st ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ❛❧❧ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✈❡r② ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ ❞❛t❛
❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✈❡r② ❛❝❝✉r❛t❡❧②✳ ❚❤✐s ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r t❤❡
❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ P◆❘ ❞❛t❛ ✭s❡❝t✐♦♥ ✼✳✸✮✳
❙✉♠♠❛r✐③✐♥❣✱ s✐♥❣❧❡ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ▲❛✵✳✻✻❙r✵✳✸✸▼♥❖✸✲δ s✐♥❣❧❡ ❛♥❞ ▲❛✵✳✻✻❙r✵✳✸✸▼♥❖✸✲δ✴❙r❚✐❖✸ ❜✐❧❛②✲
❡rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r❡♣❛r❡❞ ❜② ❜♦t❤✱ P▲❉ ❛♥❞ ❍❙❉✳ ❚❤❡ st♦✐❝❤✐♦♠❡tr✐❝ r❛t✐♦s ❜❡t✇❡❡♥ ▲s✱ ❙r ❛♥❞
▼♥ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♦❢❡❞ t♦ ❛❣r❡❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ✈❛❧✉❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡rr♦r ♦❢ t❤❡
❘❇❙ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✭❧❛②❡r t❤✐❝❦♥❡ss❡s✱ r♦✉❣❤♥❡ss❡s✱ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t✐❡s✮
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❳❘❘ ❛♥❞ ❆❋▼✳
❚❛❜❧❡ ✼✳✶✿ ❙✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ ❳❘❘ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
▲✐st❡❞ ❛r❡ t❤❡ r♠s✲r♦✉❣❤♥❡ss❡s σ ❛♥❞ ❧❛②❡r t❤✐❝❦♥❡ss❡s d ♦❢ t❤❡ s✉❜str❛t❡ ✭sub✮✱ t❤❡ ▲❙▼❖ ❧❛②❡r✱ t❤❡ ❙❚❖
❧❛②❡r ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❧❛②❡r ✭surf✮✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ r♦✉❣❤♥❡ss❡s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❆❋▼ ❛♥❞ t❤❡
✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ❛r❡ ❧✐st❡❞✳ σinhom ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ♣❡r❝❡♥t ♦❢ t❤❡
t♦t❛❧ ❧❛②❡r t❤✐❝❦♥❡ss✳ ❚❤❡ ❋❖▼ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ ❢♦r♠✉❧❛ ✭✼✳✶✮✳ ❋♦r ❛❧❧ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs
s❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐①✱ s❡❝t✐♦♥ ❆✳
P▲❉ ❍❙❉
✶✳✵♠❜❛r ✵✳✽♠❜❛r ✵✳✻♠❜❛r
σsub ❬➴❪ ✷✳✹ ✭✺✮ ✸✳✵ ✭✺✮ ✹✳✹ ✭✺✮ ✷✳✵ ✭✺✮
dLSMO ❬➴❪ ✽✺ ✭✷✮ ✽✼ ✭✷✮ ✶✵✺ ✭✶✮ ✶✼✼ ✭✷✮
σLSMO ❬➴❪ ✷✳✵ ✭✺✮ ✹✳✺ ✭✺✮ ✶✻ ✭✷✮ ✷✶ ✭✸✮
dSTO ❬➴❪ ✼✷ ✭✷✮ ✻✵ ✭✷✮ ✲ ✲
σSTO ❬➴❪ ✷✳✺ ✭✺✮ ✹✳✹ ✭✺✮ ✲ ✲
σsurf ❬➴❪ ✹✳✷ ✭✺✮ ✶✷ ✭✶✮ ✸✳✸ ✭✺✮ ✷✳✵ ✭✺✮
σAFM ❬➴❪ ✷✳✷ ✭✶✮ ✶✵✳✶ ✭✹✮ ✷✷ ✭✶✮ ✷✺ ✭✶✮
σinhom ❬✪❪ ✻✳✽ ✭✹✮ ✺✳✵ ✭✸✮ ✺✳✻ ✭✹✮ ✸✳✾ ✭✸✮
FOM ❬10−3❪ ✵✳✻✻ ✶✳✾✺ ✷✳✻✾ ✷✳✾✸
✼✳✷ ❙✐③❡❛❜❧❡ ❊①❝❤❛♥❣❡ ❇✐❛s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ♦①②❣❡♥ ❞❡✜❝✐❡♥❝✐❡s
❙✐♥❝❡ ✐t ✐s ✈❡r② ❤❛r❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♦①②❣❡♥ st♦✐❝❤✐♦♠❡tr② ♦❢ s❛♠♣❧❡s ❛❝❝✉r❛t❡❧② ✲ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❜②
❛ ♥♦♥✲❞❡str✉❝t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞ ✲ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♦①②❣❡♥ ❝♦♥t❡♥t ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥❞✐r❡❝t❧②✳
❖♥❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✇❛② ✐s t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡ ✐t ✇✐t❤ st♦✐❝❤✐♦♠❡tr✐❝ s❛♠♣❧❡s✳
❋♦r ▲❙▼❖ t❤✐♥ ✜❧♠s ✐t ✐s ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥✱ t❤❛t ♦①②❣❡♥ ❞❡✜❝✐❡♥❝② ❧❡❛❞s t♦ ❛ s❤✐❢t ♦❢ t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲❝✉❜✐❝
♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❧❛tt✐❝❡ ❝♦♥st❛♥t✶ t♦ ❧❛r❣❡r ✈❛❧✉❡s ❬✶✵✹❪✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② θ/2θ
s❝❛♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ❛r❡ s♦♠❡ ♦❜st❛❝❧❡s ✐♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❧❛tt✐❝❡ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ ❛
s✐♥❣❧❡ ▲❙▼❖ t❤✐♥ ✜❧♠ ❞❡♣♦s✐t❡❞ ♦♥ ❙❚❖✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r ❧❛tt✐❝❡ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❧❛tt✐❝❡
♣❛r❛♠❡t❡rs ✭❜✉❧❦ ❙❚❖✿ ✸✳✾✵✺➴✱ ♣s❡✉❞♦ ❝✉❜✐❝ ❧❛tt✐❝❡ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ ❜✉❧❦ ▲❙▼❖✿ ✸✳✽✼✺➴✮✱ t❤❡ t❤✐♥
✜❧♠ ❇r❛❣❣ r❡✢❡❝t✐♦♥s ❛❧✇❛②s ❛r❡ ❝❧♦s❡ t♦ ❛ s✉❜str❛t❡ r❡✢❡❝t✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❇r✉❦❡r r❡✢❡❝t♦♠❡t❡r
♦✛❡rs t❤❡ ❤✐❣❤❡st ✐♥❝✐❞❡♥t ①✲r❛② ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ✐♥str✉♠❡♥ts ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✐t ✇♦✉❧❞
✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❜❡ t❤❡ ✜rst ❝❤♦✐❝❡ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ✇❡❛❦ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ r❡✢❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ▲❙▼❖
t❤✐♥ ✜❧♠s✳ ❇✉t t❤❡ ♣r♦①✐♠✐t② ♦❢ t❤❡ ❧❛②❡r r❡✢❡❝t✐♦♥s t♦ t❤❡ s✉❜str❛t❡ ♣❡❛❦s ♠❛❦❡s t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s
✶■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱ ❛❧❧ ♥♦t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ▲❙▼❖ t❤✐♥ ✜❧♠s r❡❢❡r t♦ t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲❝✉❜✐❝ ✉♥✐t ❝❡❧❧ str✉❝t✉r❡✳
✺✶
✼ ❘❡s✉❧ts ❛♥❞ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ■✿ ▲❛✵✳✻✻❙r✵✳✸✸▼♥❖✸✲δ✴❙r❚✐❖✸
✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ♦♥ ❛ ✐♥str✉♠❡♥t ✇✐t❤♦✉t ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t♦r✿ t❤❡ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❧❛②❡r r❡✢❡❝t✐♦♥ ✈❛♥✐s❤❡s
✐♥ t❤❡ ❤✉❣❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❝r❡❛t❡❞ ❜② ❇r❡♠sstr❛❤❧✉♥❣ ✭✜❣✉r❡ ✼✳✼✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡
♣❛r❛♠❡t❡rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❡❛s✉r❡❞ ♦♥ t❤❡ ❇r✉❦❡r ❢♦✉r✲❝✐r❝❧❡✲❞✐✛r❛❝t♦♠❡t❡r ❧♦❝❛t❡❞ ❛t ❈◆▼✳ ❚❤❡
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝ ❈✉ ❑α r❛❞✐❛t✐♦♥ ✉♥❝♦✈❡r t❤❡ ❧❛②❡r r❡✢❡❝t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ✜rst
♦❢ ❛❧❧ ❣✐✈❡s t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❧❛②❡rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❣r♦✇♥ ❡♣✐t❛①✐❛❧❧②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t
❝♦♠❡s ❢♦r t❤❡ ♣r✐③❡ ♦❢ ❛ ❞r❛st✐❝❛❧❧② r❡❞✉❝❡❞ ✐♥❝✐❞❡♥t ✐♥t❡♥s✐t② ✭❛❧♠♦st t❤r❡❡ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✮
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ r❡✢❡❝t♦♠❡t❡r✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t♦ s❡♣❛r❛t❡ t❤❡ s✉❜str❛t❡ ❛♥❞ ❧❛②❡r ♣❡❛❦ ❛s ♠✉❝❤
❛s ♣♦ss✐❜❧❡✱ r❡✢❡❝t✐♦♥s ❛t ❤✐❣❤ Q ✈❛❧✉❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❢✉rt❤❡r ❞✐♠✐♥✐s❤❡s t❤❡
✐♥t❡♥s✐t②✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ s✐❣♥❛❧✲t♦✲♥♦✐s❡✲r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ❧❛②❡r r❡✢❡❝t✐♦♥ ✐s r❡❞✉❝❡❞ t♦ ✈❛❧✉❡s ❛s s♠❛❧❧ ❛s
✷ ❢♦r s♦♠❡ s❛♠♣❧❡s ✭✜❣✉r❡ ✼✳✼ ❜❧✉❡ ❝✉r✈❡✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t t✐♠❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛♥② ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ t❤✐❝❦♥❡ss ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ r❡✈❡❛❧❡❞✱ ❛s t❤❡② ✈❛♥✐s❤ ✐♥ t❤❡
❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✳ ❯s✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛ ✭✹✳✷✮ ✐t st✐❧❧ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ θ/2θ s❝❛♥s t❛❦❡♥ ♦♥ t❤❡ ❈◆▼
❞✐✛r❛❝t♦♠❡t❡r ❛♥❞ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❧❛tt✐❝❡ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❧❛②❡rs✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡
s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❙❚❖ ❝❛♣ ❧❛②❡rs✱ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ♠♦r❡
❞✐✣❝✉❧t ❢♦r t❤❡ P▲❉ ❛♥❞ ❍❙❉ ❜✐❧❛②❡rs✱ ✇❤✐❝❤ s♦ ❢❛r ❤✐♥❞❡rs t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡
❝♦♥st❛♥ts✳
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❙❚❖ ✭✵✵✹✮ ❈✉ ❑α1
❇r❡♠sstr❛❤❧✉♥❣
❙❚❖ ✭✵✵✹✮ ❈✉ ❑β
❙❚❖ ✭✵✵✹✮ ❈✉ ❑α2
▲❙▼❖ ✭✵✵✹✮ ❈✉ ❑α1
✇✐t❤♦✉t ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t♦r
✇✐t❤ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t♦r
❋✐❣✉r❡ ✼✳✼✿ θ/2θ✲s❝❛♥ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ✭✵✵✹✮ r❡✢❡❝t✐♦♥s ♦❢ ❙❚❖ ❛♥❞ ▲❙▼❖✳ ❘❡❞✿ ❞❛t❛ t❛❦❡♥ ♦♥ ❇r✉❦❡r
r❡✢❡❝t♦♠❡t❡r ✇✐t❤♦✉t ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t♦r✳ ❇❧✉❡✿ ❞❛t❛ t❛❦❡♥ ♦♥ ❇r✉❦❡r ❞✐✛r❛❝t♦♠❡t❡r ✇✐t❤ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t♦r
❋✐❣✉r❡ ✼✳✽ s❤♦✇s t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ✜ts ❢♦r t❤❡ t✇♦ s✐♥❣❧❡ ❧❛②❡rs ❣r♦✇♥ ❜② ❍❙❉ ❛t ✵✳✽ ❛♥❞ ✵✳✻♠❜❛r
♦❢ t❤❡ ❙❚❖ ❛♥❞ ▲❙▼❖ ✭✵✵✹✮ r❡✢❡❝t✐♦♥s ✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s✮✳ ❚❤❡ ▲❙▼❖ ❧❛②❡r ♣❡❛❦ ✐s ❝❧❡❛r❧② s❤✐❢t❡❞
t♦ s♠❛❧❧❡r Qz ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❣r♦✇♥ ❛t ✵✳✻♠❜❛r ❛♥❞ str♦♥❣❧② ♠❡r❣❡s ✇✐t❤ t❤❡ s✉❜str❛t❡
r❡✢❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❧❛tt✐❝❡ ❝♦♥st❛♥t ❤❛s ❜❡❡♥ r❡♣♦rt❡❞ ♥✉♠❡r♦✉s t✐♠❡s ❢♦r
✺✷
✼✳✷ ❙✐③❡❛❜❧❡ ❊①❝❤❛♥❣❡ ❇✐❛s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ♦①②❣❡♥ ❞❡✜❝✐❡♥❝✐❡s
♦①②❣❡♥ ❞❡✜❝✐❡♥t ♠❛♥❣❛♥✐t❡ ✜❧♠s ❬✶✵✹✕✶✵✼❪✳ ■t ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ▼♥3+ t♦
▼♥4+ r❛t✐♦✿ ✐♥ ♦①②❣❡♥ ❞❡✜❝✐❡♥t ✜❧♠s ▼♥4+ ✐s s✉❜st✐t✉t❡❞ ❜② ▼♥3+✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❧❛r❣❡r ▼♥3+ ✐♦♥s
❝❛✉s❡ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ t♦ ❡①♣❛♥❞ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❧❛r❣❡r ♦✉t✲♦❢ ♣❧❛♥❡ ❧❛tt✐❝❡ ❝♦♥st❛♥t ❬✶✵✺❪✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
t❤❡ ❳❘❉ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t t❤❡ ♦①②❣❡♥ ❝♦♥t❡♥t ✐♥ t❤❡ ▲❙▼❖ ❧❛②❡rs ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞
❜② t❤❡ ♦①②❣❡♥ ♣r❡ss✉r❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❍❙❉ ❣r♦✇t❤✳ ❚❤❡ ✜ts ❣✐✈❡ ♦✉t ♦❢ ♣❧❛♥❡ ❧❛tt✐❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢
✸✳✽✼✻✭✹✮➴ ❛♥❞ ✸✳✽✹✶✭✹✮➴ ❢♦r t❤❡ s❛♠♣❧❡s ❣r♦✇♥ ❛t ✵✳✻ ❛♥❞ ✵✳✽♠❜❛r✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡
✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❧❛②❡r t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ ▲❙▼❖✳ ■t ❣✐✈❡s ✼✷✭✷✮➴ ❛♥❞ ✶✸✻✭✺✮➴
❢♦r t❤❡ t✇♦ s❛♠♣❧❡s✳ ❇♦t❤ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss❡s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜②
❳❘❘ ✭✶✵✺➴ ❛♥❞ ✶✼✼➴✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮✳ ❆ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ♠✐❣❤t ❜❡ t❤❛t
♦♥❧② ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❧❛②❡rs ✐s s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝♦❤❡r❡♥t❧②✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ♦❝❝✉r ❞✉❡ t♦ ❧❛tt✐❝❡ ✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥s
♦r ❛❧s♦ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t str❛✐♥ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❧❛tt✐❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛②❡rs✱ t❤❛t ❞♦ ♥♦t
❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ ♠❛✐♥ ❇r❛❣❣ r❡✢❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ s❝❡♥❛r✐♦ ❢♦r t❤❡ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ❢r♦♠
t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❧❛②❡rs ✐s t❤❛t t❤❡ ♣❡❛❦s ❛r❡ ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛❥♦r ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❧❛②❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛t ❧❡❛st
♣❛rt✐❛❧❧② r❡❧❛①❡❞✳ ■♥ t❤❡ ❞❛t❛ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❣r♦✇♥ ❛t ✵✳✻♠❜❛r ♦♥❡ ✜♥❞s ❛♥♦t❤❡r ❤✐♥t s✉♣♣♦rt✐♥❣
t❤✐s ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥✿ t❤❡r❡ ✐s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥t❡♥s✐t② ❛t ❤✐❣❤❡r Qz ✈❛❧✉❡s t❤❛t ❝❛♥♥♦t ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞
❜② t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✶✸✻➴ ▲❙▼❖ ❧❛②❡r✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ r♦✉❣❤❧② ✹✵➴ ▲❙▼❖ t❤✐♥ ✜❧♠
✲ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♠✐ss✐♥❣ t❤✐❝❦♥❡ss t♦ t❤❡ t♦t❛❧ ♠❡❛s✉r❡❞ ▲❙▼❖ ❧❛②❡r t❤✐❝❦♥❡ss ❜② ❳❘❘ ✲ ✇✐t❤ ❛
s♠❛❧❧❡r ❧❛tt✐❝❡ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ ✸✳✽✹➴ ✜ts q✉✐t❡ ✇❡❧❧ t♦ t❤✐s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s✐❣♥❛❧✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞❛t❛
♠✐❣❤t ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ❛ ✶✼✼➴ ▲❙▼❖ ❧❛②❡r ❣r♦✇♥ ♦♥ ❙❚❖✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✜rst ✹✵➴ ❛r❡ ✉♥❞❡r ❧❛r❣❡r
❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ str❛✐♥ ❛♥❞ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✶✸✻➴ ❡①❤✐❜✐t ❛ ❧❛r❣❡r ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❧❛tt✐❝❡ ❝♦♥st❛♥t ❞✉❡
t♦ r❡❧❛①❛t✐♦♥✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♣r♦❜❛❜❧② ❞♦❡s ♥♦t ♦❝❝✉r ✐♥ t❤✐s st❡♣ ❧✐❦❡
♠❛♥♥❡r✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t❤♦✉❣❤✱ t❤❛t ❡✈❡♥ ❛ ♠♦r❡ ❣r❛❞✉❛❧ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠✐❣❤t ❧❡❛❞ t♦ s✐♠✐❧❛r
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❋♦r t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❣r♦✇♥ ❛t ✵✳✽♠❜❛r s✉❝❤ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥t❡♥s✐t② ❛t ❤✐❣❤❡r Qz ✈❛❧✉❡s ✐s
♥♦t ✈✐s✐❜❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❛❧r❡❛❞② ✐s ♠✉❝❤ ✇❡❛❦❡r t❤❛♥ ❢♦r t❤❡ ✵✳✻♠❜❛r s❛♠♣❧❡
❛♥❞ ❛❧s♦ ✏♠✐ss✐♥❣✏ t❤✐❝❦♥❡ss ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❳❘❘ ✐s s♠❛❧❧❡r✱ ✇❤✐❝❤ ♣r♦❜❛❜❧② ❝❛✉s❡s t❤❡ s✐❣♥❛❧ t♦
✈❛♥✐s❤ ✐♥ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❡✈❡♥ ✐❢ ✐t ✐s ♣r❡s❡♥t ❧✐❦❡ ✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r s❛♠♣❧❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✽✿ θ/2θ✲s❝❛♥s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ✭✵✵✹✮ r❡✢❡❝t✐♦♥s ♦❢ ❙❚❖ ❛♥❞ ▲❙▼❖✳ ❋✐ts ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✉s✐♥❣
t❤❡ plot.py ❞❛t❛ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ s♦❢t✇❛r❡ ❬✶✵✽❪✳ ▲❡❢t✿ ▲❙▼❖ s✐♥❣❧❡ ❧❛②❡r ❣r♦✇♥ ❛t ✵✳✽♠❜❛r✳ ❚❤❡ ✜t ②✐❡❧❞s
❛♥ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❧❛tt✐❝❡ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ ✸✳✽✹✵➴✳ ❘✐❣❤t✿ ▲❙▼❖ s✐♥❣❧❡ ❧❛②❡r ❣r♦✇♥ ❛t ✵✳✻♠❜❛r✳ ❚❤❡ ✜t ②✐❡❧❞s
❛♥ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❧❛tt✐❝❡ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ ✸✳✽✼✻➴ ✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡✮✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ▲❙▼❖ ✭✵✵✹✮
r❡✢❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞✱ ✇❤✐❝❤ s❡❡♠ t♦ ❜❡ s❤✐❢t❡❞ t♦ ❤✐❣❤❡r Qz ✈❛❧✉❡s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♠❡r❣✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡
s✉❜str❛t❡ r❡✢❡❝t✐♦♥✳ ❆ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥t❡♥s✐t② ❛t ❤✐❣❤❡r Qz ✐s ❛ str❛✐♥❡❞ ▲❙▼❖
r❡❣✐♦♥ ❛t t❤❡ ❙❚❖ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✭❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡✮✳
❚♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❧❛tt✐❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✭❍❑▲✮ r❡✢❡❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ♥♦♥ ③❡r♦ ❍ ♦r ❑ ♥❡❡❞ t♦ ❜❡
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✾✿ ✭✵❑▲✮✲♠❛♣s ♦❢ ❛ ✭❛✮ ▲❙▼❖✴❙❚❖ ♠✉❧t✐❧❛②❡r ✇✐t❤ ✺ ♣❡r✐♦❞s ❣r♦✇♥ ❜② P▲❉ ✉♥❞❡r t❤❡ s❛♠❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❧✐❦❡ t❤❡ P▲❉ ❜✐❧❛②❡r ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ❛♥❞ ✭❜✮ ❛ t❤✐❝❦ ✭⑦✶✺✵✵➴✮ ▲❙▼❖ s✐♥❣❧❡ ❧❛②❡r ❣r♦✇♥
❜② ❍❙❉✳ ❚❤❡ ❑ ❛♥❞ ▲ ✐♥❞✐❝❡s r❡❢❡r t♦ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ■♥ ✭❛✮ t❤❡ s✉❜str❛t❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✐s s♣❧✐tt❡❞ ✐♥
❛ ❈✉✲Kα1 ❛♥❞ ❈✉✲Kα2 r❡✢❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ str♦♥❣ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✐♥ K = L ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ❞✉❡ t♦ ❇r❡♠sstr❛❤❧✉♥❣✳
■♥ ✭❜✮ t❤❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❈✉✲Kα1 ❛♥❞ ❈✉✲Kα2 ✐s ♥♦t r❡s♦❧✈❡❞✱ ❜✉t t❤❡ ❇r❡♠sstr❛❤❧✉♥❣ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞
✐s ✈✐s✐❜❧❡ ❛s ✇❡❧❧✳ ❋♦r ❜♦t❤ s❛♠♣❧❡s✱ t❤❡ t❤✐♥ ✜❧♠ r❡✢❡❝t✐♦♥ r❡✈❡❛❧s t❤❡ s❛♠❡ ❑ ✈❛❧✉❡ ✲ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡
s❛♠❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❧❛tt✐❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✲ ❧✐❦❡ t❤❡ ❙❚❖ s✉❜str❛t❡ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ❡♣✐t❛①✐❛❧ ❣r♦✇t❤✳ ❚❤❡ ▲ ✈❛❧✉❡s ❛r❡
❛❜♦✉t ✷✳✵✹ ❛♥❞ ✸✳✵✹ ✐♥ ✭❛✮ ❛♥❞ ✭❜✮✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❉❛t❛ ✇❛s t❛❦❡♥ ♦♥ t❤❡ ❍✉❜❡r ❞✐✛r❛❝t♦♠❡t❡r ✇✐t❤♦✉t
♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t♦r✳
✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡s❡ r❡✢❡❝t✐♦♥s ✉s✉❛❧❧② ❛r❡ ✇❡❛❦❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ♣❡❛❦s ✲ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❛t
t❤❡ ❧❛r❣❡ Q ✈❛❧✉❡s ♥❡❡❞❡❞ t♦ s❡♣❛r❛t❡ t❤❡ ❧❛②❡r r❡✢❡❝t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ s✉❜str❛t❡ ♣❡❛❦ ✲ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡
❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❛♥❞ ❜✐❧❛②❡rs ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❛s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
♦♥ t✇♦ ♦t❤❡r s❛♠♣❧❡s ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ t❤❛t t❤❡ ▲❙▼❖ ❧❛②❡rs t❛❦❡ ♦♥ t❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❧❛tt✐❝❡
❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ❙❚❖ ✭✜❣✉r❡ ✼✳✾✮✿ t❤❡ ✭✵✷✹✮ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠✉❧t✐❧❛②❡r ♣r❡♣❛r❡❞ ❜② P▲❉ ❛t t❤❡
❡①❛❝t s❛♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❧✐❦❡ t❤❡ ❜✐❧❛②❡r ✉♥❞❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ♦♥❧② ✇✐t❤ ✺ ♣❡r✐♦❞s ♦❢
▲❙▼❖✴❙❚❖✱ ❡①❤✐❜✐ts t❤❡ s❛♠❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❧❛tt✐❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❛s t❤❡ ❙❚❖ s✉❜str❛t❡✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ✐s
tr✉❡ ❢♦r ❛ t❤✐❝❦ ✭❛❜♦✉t ✶✺✵✵➴✮ ▲❙▼❖ s✐♥❣❧❡ ❧❛②❡r ♣r❡♣❛r❡❞ ❜② ❍❙❉✳ ❇♦t❤ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts s✉❣❣❡st
t❤❛t ❛❧s♦ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ✉♥❞❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ❛r❡ ❣r♦✇♥ ❡♣✐t❛①✐❛❧❧② ❜② ❛❞♦♣t✐♥❣ t❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❧❛tt✐❝❡
❝♦♥st❛♥ts ♦❢ t❤❡ ❙❚❖ s✉❜str❛t❡✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✾ ❤❛s ❜❡❡♥ t❛❦❡♥ ♦♥ t❤❡ ❍✉❜❡r
❞✐✛r❛❝t♦♠❡t❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ▲❙▼❖ r❡✢❡❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♥♦ ❧♦♥❣❡r
❛r❡ s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ ❇r❡♠sstr❛❤❧✉♥❣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❧❛②❡rs t❤❡
✐♥t❡♥s✐t② st✐❧❧ ✐s ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t✱ ❛s ✐t ✐s s♦♠❡ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡
❇r✉❦❡r r❡✢❡❝t♦♠❡t❡r ✇✐t❤♦✉t ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t♦r✳
❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② t♦ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ❝♦♥st❛♥ts✱ t❤❡ ❝r②st❛❧ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ▲❙▼❖
s✐♥❣❧❡ ❧❛②❡rs ❣r♦✇♥ ❛t ✵✳✽ ❛♥❞ ✵✳✻♠❜❛r ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ r♦❝❦✐♥❣ ❝✉r✈❡s
♠❡❛s✉r❡❞ ❛t t❤❡ ✭✵✵✹✮ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲❙▼❖ ❧❛②❡rs ✭✜❣✉r❡ ✼✳✶✵✮✳ ●♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t t♦ t❤❡
♠❡❛s✉r❡❞ ❝✉r✈❡s ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✜tt✐♥❣ ●❛✉ss✐❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s t♦ t❤❡ ♣❡❛❦s✳ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢✉❧❧✲
✇✐❞t❤✲❤❛❧❢✲♠❛①✐♠❛ ✭❋❲❍▼✮ ❢♦r t❤❡ s❛♠♣❧❡s ❣r♦✇♥ ❛t ✵✳✽ ❛♥❞ ✵✳✻♠❜❛r ❛r❡ ✵✳✵✶✻✵✭✶✮ ➦ ❛♥❞
✵✳✵✶✽✼✭✸✮ ➦✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ♦♥❧② ❛❜♦✉t t❤r❡❡ t✐♠❡s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡
s✉❜str❛t❡ r❡✢❡❝t✐♦♥s✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ❛ ❤✐❣❤ ❝r②st❛❧ q✉❛❧✐t② ❢♦r ❜♦t❤ s❛♠♣❧❡s✳ ■t ✐s ❛❧s♦ ❡✈✐❞❡♥t t❤❛t
t❤❡ ♦①②❣❡♥ st♦✐❝❤✐♦♠❡tr② ❞♦❡s ♥♦t ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ❞r❛st✐❝❛❧❧②✳ ■t
s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ t❤❛t ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✜ts t❤❡ ♣❡❛❦s ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
✈❡r② ✇❡❧❧✱ ❛ ❜r♦❛❞ ❧♦✇ ✐♥t❡♥s❡ ▲♦r❡♥t③✐❛♥ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❜r♦❛❞
❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡ ♣❡❛❦s✳ ❚❤✐s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♠♦st ♣r♦❜❛❜❧② ✐s ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ♥❡❛r❜②
s✉❜str❛t❡ r❡✢❡❝t✐♦♥✳
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✳✉
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θ ❬➦❪
❋❲❍▼ ❂
✵✳✵✶✻✵✭✶✮➦
❋❲❍▼ ❂
✵✳✵✶✽✼✭✸✮➦
✵✳✽ ♠❜❛r
✵✳✻ ♠❜❛r
❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✵✿ ❘♦❝❦✐♥❣ ❝✉r✈❡s ✭θ✲s❝❛♥s✮ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ✭✵✵✹✮ r❡✢❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ▲❙▼❖ s✐♥❣❧❡ ❧❛②❡rs ❣r♦✇♥ ❛t
✵✳✽ ❛♥❞ ✵✳✻♠❜❛r✳ ❙♠❛❧❧ ❋❲❍▼ ✐♥❞✐❝❛t❡ ❤✐❣❤ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ q✉❛❧✐t② ❢♦r ❜♦t❤ s❛♠♣❧❡s✳ ❚❤❡ ❜r♦❛❞ ▲♦r❡♥t③✐❛♥✲
s❤❛♣❡❞ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✐s ♣r♦❜❛❜❧② ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ♥❡❛r❜② s✉❜str❛t❡ r❡✢❡❝t✐♦♥✳
❇❡s✐❞❡s t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡✱ ✐t ✐s ❛❧s♦ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥✱ t❤❛t ♦①②❣❡♥ ❞❡✜❝✐❡♥t ❢❡rr♦♠❛❣✲
♥❡t✐❝ ♠❛♥❣❛♥✐t❡s ❡①❤✐❜✐t ❧♦✇❡r ❈✉r✐❡✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡s TC t❤❛♥ st♦✐❝❤✐♦♠❡tr✐❝ s❛♠♣❧❡s ❬✺✾✱✶✵✾✱✶✶✵❪✳
❏✉ ❛♥❞ ❙♦❤♥ ❬✶✵✾❪ ✐♥t❡r♣r❡t t❤✐s ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ▲❙▼❖
❧❛②❡r✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❈✉r✐❡ t❡♠♣❡r❛✲
t✉r❡✱ t❤❡② ♣r♦♣♦s❡ t❤❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ r❡❣✐♠❡s ✭s♣✐♥ ❝❧✉st❡rs✮ ❛r❡ ♥♦t ❛❧✐❣♥❡❞ ♣❡r❢❡❝t❧②
♣❛r❛❧❧❡❧ ❛♥❞ ❛r❡ ♠❛②❜❡ ❡✈❡♥ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ♥♦♥♠❛❣♥❡t✐❝ r❡❣✐♦♥s✱ ✇❤❡r❡ ▼♥3+ ✐♦♥s ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡✳
❚❤✐s ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s str✉❝t✉r❡ t❤❡♥ ❣✐✈❡s r✐s❡ t♦ ❛ s♠❛❧❧❡r ♠❛❣♥❡t✐❝ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❛ ❧♦✇❡r
❈✉r✐❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡s❡ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t✐❡s ♦♥❧② ♦❝❝✉r ✐♥ ♦①②❣❡♥ ❞❡✜❝✐❡♥t ▲❙▼❖ ❧❛②❡rs✱
t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ TC ✐s ❛♥♦t❤❡r r❡❧✐❛❜❧❡ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❞❡t❡❝t ❞❡✜❝✐❡♥❝✐❡s ✐♥❞✐r❡❝t❧②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ s❝❛♥s ❢r♦♠ ✺ t♦ ✸✹✵❑ ✐♥ ✵✳✺♠❚ ❞✉r✐♥❣ ❤❡❛t✐♥❣ ❛❢t❡r ❝♦♦❧✐♥❣ ✐♥ ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ♦❢
✶❚ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤❡ ◗✉❛♥t✉♠ ❉❡s✐❣♥ PP▼❙ ❞❡✈✐❝❡✳ ❚❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ s❝❛♥s r❡✈❡❛❧
❛ str♦♥❣ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❈✉r✐❡✲❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❚❈ ♦♥ t❤❡ ♦①②❣❡♥ ♣r❡ss✉r❡ ❞✉r✐♥❣ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥✿
❋♦r t❤❡ P▲❉ ❣r♦✇♥ s❛♠♣❧❡s ❛♥❞ t❤❡ s♣✉tt❡r❡❞ s❛♠♣❧❡s ❣r♦✇♥ ❛t ❤✐❣❤ ♦①②❣❡♥ ♣r❡ss✉r❡ ❚❈ ✐s
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✸✷✵❑✳ ❲✐t❤ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♦①②❣❡♥ ♣r❡ss✉r❡ ❞✉r✐♥❣ s❛♠♣❧❡ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ ❚❈ ❞❡❝r❡❛s❡s
❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❞♦✇♥ t♦ ✺✼❑ ❢♦r t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❣r♦✇♥ ❛t ✵✳✻♠❜❛r ✭✜❣✉r❡ ✼✳✶✶✮✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r TC
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ❧✐♥❡❛r ❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ①✲❛①✐s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❈✉r✐❡✲
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❜❡❤❛✈✐♦r ❜❡❧♦✇ ❚❈ ❢♦r t❤❡ s❛♠♣❧❡s ❣r♦✇♥ ❛t ✵✳✽ ❛♥❞
✵✳✻♠❜❛r ❞✐✛❡r ❢r♦♠ t②♣✐❝❛❧ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❙✐♠✐❧❛r ❡✛❡❝ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r ♦①②✲
❣❡♥ ❞❡✜❝✐❡♥t ▲❛❈❛▼♥❖✸ ✜❧♠s✱ ✇❤✐❝❤ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛✉t❤♦rs s❤♦✇❡❞ s♣✐♥✲❣❧❛ss② ❜❡❤❛✈✐♦r ❛♥❞
❛❣❛✐♥ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ♠♦❞❡❧ ❬✶✵✾✱✶✶✵❪✳
❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❜❡❤❛✈✐♦r s❡❡♠s t♦ ❞✐✛❡r ❢r♦♠ st❛♥❞❛r❞ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝
❜❡❤❛✈✐♦r ❢♦r t❤❡ s❛♠♣❧❡s ❣r♦✇♥ ❛t ❧♦✇ ♦①②❣❡♥ ♣r❡ss✉r❡s✱ ❛❧❧ s❛♠♣❧❡s ❛r❡ ❝❧❡❛r❧② ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝
❜❡❧♦✇ ❚❈✿ ❆❧❧ s❛♠♣❧❡s s❤♦✇ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❤②st❡r❡s✐s ❧♦♦♣s ❛t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✷✭❜✮
❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ ❤②st❡r❡s✐s ❝✉r✈❡s ❛t ✺❑ ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s❛♠♣❧❡s✳ ❚✇♦ ✐♠♣♦rt❛♥t r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❜❡
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✶✿ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ s❝❛♥s ❛t ✵✳✺♠❚✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t ❤❛s ❜❡❡♥ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ t❤❡ ♠♦♠❡♥t
❛t ✺❑✳ ❚❈ ❞r♦♣s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✇✐t❤ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♦①②❣❡♥ ♣r❡ss✉r❡ ❞✉r✐♥❣ ❣r♦✇t❤✳
❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❤②st❡r❡s✐s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✿ ❋✐rst ♦❢ ❛❧❧ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦❡r❝✐✈❡
✜❡❧❞ ✇✐t❤ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♦①②❣❡♥ ♣r❡ss✉r❡ ❞✉r✐♥❣ s❛♠♣❧❡ ❣r♦✇t❤ ❢r♦♠ ✺♠❚ ❢♦r ❛ s❛♠♣❧❡ ❣r♦✇♥ ❜②
P▲❉ t♦ ✶✷✵♠❚ ❢♦r t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❣r♦✇♥ ❜② s♣✉tt❡r✐♥❣ ❛t ❛ ♦①②❣❡♥ ♣r❡ss✉r❡ ♦❢ ✵✳✻♠❜❛r✳ ❚❤❡
✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❝♦❡r❝✐✈✐t② ✐s ❛ ❢✉rt❤❡r ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ❡✛❡❝t ♥♦t ♦♥❧② ✐♥ ♦①✐❞❡ s②st❡♠s✱ ❜✉t ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧
✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❢❡rr♦♠❛❣♥❡ts ❬✶✶✶✱ ✶✶✷❪✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ r❡s✉❧t ✐s t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❜✐❛s
❡✛❡❝t ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ❣r♦✇♥ ❛t ♦①②❣❡♥ ♣r❡ss✉r❡s ♦❢ ✶♠❜❛r ♦r s♠❛❧❧❡r✳ ❙❛♠♣❧❡s ❣r♦✇♥ ❛t ❤✐❣❤❡r
♣r❡ss✉r❡s ❛♥❞ t❤❡ P▲❉ s❛♠♣❧❡s ❞♦ ♥♦t ❡①❤✐❜✐t ❛♥ ❊❇ ❡✛❡❝t✳ ❙✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❝♦❡r❝✐✈❡ ✜❡❧❞s✱ t❤❡
❡①❝❤❛♥❣❡ ✜❡❧❞ ❍❊ ✲ ✐✳❡✳ t❤❡ s❤✐❢t ♦❢ t❤❡ ❤②st❡r❡s✐s ❝✉r✈❡s ✲ ❜❡❝♦♠❡s ❜✐❣❣❡r ✇✐t❤ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♦①②❣❡♥
♣r❡ss✉r❡✿ ■t ✐♥❝r❡❛s❡s ❢r♦♠ ✻♠❚ ❢♦r t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❣r♦✇♥ ❛t ✶♠❜❛r t♦ ✷✾♠❚ ❢♦r ✵✳✻♠❜❛r✳ ❚❛❜❧❡
✼✳✷ ❣✐✈❡s ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ❝♦❡r❝✐✈❡ ❛♥❞ ❊❇ ✜❡❧❞s✳ ❚❤❡
❡rr♦rs ♦♥ t❤❡ ❝♦❡r❝✐✈❡ ❛♥❞ ❊❇ ✜❡❧❞ ✈❛❧✉❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t ❣✐✈❡♥ ❜②
◗✉❛♥t✉♠ ❉❡s✐❣♥✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ❡rr♦rs ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛r❡ ♠✉❝❤
s♠❛❧❧❡r✳
❙✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ tr♠ s❝❛♥s✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❛❧s♦ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❤②st❡r❡s✐s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❢♦r ❞❡✈✐❛t✐♦♥s
❢r♦♠ ♣✉r❡❧② ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✳ t❤❡ ❤②st❡r❡s✐s ❝✉r✈❡s s✉❣❣❡st t❤❛t t❤❡ s❛♠♣❧❡s ❝♦♥s✐st ♦❢
❞✐✛❡r❡♥t r❡❣✐♦♥s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛❣♥❡t✐❝ ❤❛r❞♥❡ss✿ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦❡r❝✐✈❡ ✜❡❧❞s ❛r❡ s♠❛❧❧❡r
t❤❛♥ ✶✺✵♠❚ ❢♦r ❛❧❧ s❛♠♣❧❡s✱ ✐t t❛❦❡s ♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡r ✜❡❧❞s ✭❜❡t✇❡❡♥ ✺✵✵ ❛♥❞ ✶✵✵✵♠❚✮ t♦ s❛t✉r❛t❡
t❤❡ s❛♠♣❧❡s✳ ❊✈❡♥ t❤❡ ♥♦t ❡①❝❤❛♥❣❡❞ ❜✐❛s❡❞ s❛♠♣❧❡ ❣r♦✇♥ ❜② P▲❉ r❡✈❡❛❧s s✉❝❤ ❛♥♦♠❛❧♦✉s
❜❡❤❛✈✐♦✉r✿ ❛t ❧♦✇ ✜❡❧❞s s♦❢t ❛♥❞ ✇❡❛❦ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐s♠ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥✱ ❜✉t ❛t ❤✐❣❤❡r ✜❡❧❞s t❤❡
❤②st❡r❡s✐s ❝✉r✈❡s ♦♣❡♥s✳ ❚❤❡s❡ ♦❜s❡r✈❛♥❝❡s ♠✐❣❤t ❛❧s♦ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t✐❡s ✐♥ t❤❡
♠❛❣♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ▲❙▼❖ ❧❛②❡rs✳ ■♥ ❞✐✛❡r❡♥t r❡❣✐♦♥s t❤❡ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♠✐❣❤t
❜❡ ✇❡❛❦❡r ♦r str♦♥❣❡r✳ ■t ✐s ❛❧s♦ ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛t r❡❣✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ♦r❞❡r ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝❛❧❧② ❛t ❧♦✇
✜❡❧❞s✱ ❛r❡ ❢♦r❝❡❞ t♦ ♦r❞❡r ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝❛❧❧② ❛t ❤✐❣❤❡r ✜❡❧❞s✳
❚❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦❡r❝✐✈❡ ❛♥❞ ❊❇ ✜❡❧❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♥❛❧②③❡❞ ❜② t❛❦✐♥❣ ❤②st❡r❡s✐s
❝✉r✈❡s ❛t ❞✐✛❡r❡♥t t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳ ❇❡❢♦r❡ ❡❛❝❤ ❤②st❡r❡s✐s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ t❤❡ s❛♥♣❧❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♦❧❡❞
✺✻
✼✳✷ ❙✐③❡❛❜❧❡ ❊①❝❤❛♥❣❡ ❇✐❛s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ♦①②❣❡♥ ❞❡✜❝✐❡♥❝✐❡s
✲✶
✲✵✳✺
✵
✵✳✺
✶
✲✶✵✵✵ ✲✺✵✵ ✵ ✺✵✵ ✶✵✵✵
♥♦
r♠
✳
♠
❛❣
♥✳
▼
♦♠
❡♥
t
µ0❍ ❬♠❚❪
P▲❉
✶✳✵ ♠❜❛r
✵✳✽ ♠❜❛r
✵✳✻ ♠❜❛r
✭❛✮
✲✶
✲✵✳✺
✵
✵✳✺
✶
✲✸✵✵ ✲✷✵✵ ✲✶✵✵ ✵ ✶✵✵ ✷✵✵ ✸✵✵
♥♦
r♠
✳
♠
❛❣
♥✳
▼
♦♠
❡♥
t
µ0❍ ❬♠❚❪
P▲❉
✶✳✵ ♠❜❛r
✵✳✽ ♠❜❛r
✵✳✻ ♠❜❛r
✭❜✮
✲✺❡✲✵✺
✲✹❡✲✵✺
✲✸❡✲✵✺
✲✷❡✲✵✺
✲✶❡✲✵✺
✵
✶❡✲✵✺
✷❡✲✵✺
✸❡✲✵✺
✹❡✲✵✺
✺❡✲✵✺
✲✶✺✵ ✲✶✵✵ ✲✺✵ ✵ ✺✵ ✶✵✵ ✶✺✵
♠
❛❣
♥✳
▼
♦♠
❡♥
t
❬❡
♠
✉❪
µ0❍ ❬♠❚❪
✽✵ ❑
✷✵ ❑
✺ ❑
✭❝✮
✲✺❡✲✵✺
✲✹❡✲✵✺
✲✸❡✲✵✺
✲✷❡✲✵✺
✲✶❡✲✵✺
✵
✶❡✲✵✺
✷❡✲✵✺
✸❡✲✵✺
✹❡✲✵✺
✺❡✲✵✺
✲✶✺✵ ✲✶✵✵ ✲✺✵ ✵ ✺✵ ✶✵✵ ✶✺✵
♠
❛❣
♥✳
▼
♦♠
❡♥
t
❬❡
♠
✉❪
µ0❍ ❬♠❚❪
✶st
✷♥❞
✸r❞
✹t❤
✺t❤
✭❞✮
❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✷✿ ❍②st❡r❡s✐s ❝✉r✈❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ✭❛✮ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤②st❡r❡s✐s ❝✉r✈❡s t❛❦❡♥ ❛t ✺❑ ♦❢
t❤❡ s❛♠♣❧❡s ❣r♦✇♥ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ♦①②❣❡♥ ♣r❡ss✉r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛❢t❡r ✜❡❧❞ ❝♦♦❧✐♥❣ ✐♥ ✶❚✳ ✭❜✮ ❚❤❡ s❛♠❡ ❞❛t❛
s❤♦✇♥ ✇✐t❤ ❛ s♠❛❧❧❡r ✜❡❧❞ r❛♥❣❡ t♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❡ s❤✐❢t ♦❢ t❤❡ ❤②st❡r❡s✐s ❝✉r✈❡s✳ ❍❈ ❛♥❞ ❍❊ ✈❛❧✉❡s ❝❛♥ ❜❡
s❡❡♥ ✐♥ t❛❜❧❡ ✼✳✷✳ ✭❝✮ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦❡r❝✐✈❡ ❛♥❞ ❊❇ ✜❡❧❞ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❣r♦✇♥ ❜② ❍❙❉
❛t ✵✳✽♠❜❛r✳ ❇❡❢♦r❡ ❡❛❝❤ ❤②st❡r❡s✐s ❝✉r✈❡ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♦❧❡❞ ❞♦✇♥ ✐♥ ❢r♦♠ r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
✐♥ ❛ ✜❡❧❞ ♦❢ ✶❚✳ ❍❈ ❛♥❞ ❍❊ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❧✐st❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✼✳✸✳ ❍❊ ✈❛♥✐s❤❡s ❛r♦✉♥❞ ✺✵❑ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ t❤❡
r❡s✉❧ts ♦❢ ❩❤✉ ❡❧ ❛❧ ❬✶❪✳ ✭❞✮ ❍②st❡r❡s✐s ❝✉r✈❡ ♠❡❛s✉r❡❞ s❡✈❡r❛❧ t✐♠❡s ❛t ✺❑ ❢♦r t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❣r♦✇♥ ❜② ❍❙❉
❛t ✵✳✽♠❜❛r ❛❢t❡r ✜❡❧❞ ❝♦♦❧✐♥❣ ✐♥ ✶❚✳ ❆ s✉❜s❡q✉❡♥t ❞❡❝❛② ♦❢ t❤❡ ❍❊ ✐s ✈✐s✐❜❧❡ ✭tr❛✐♥✐♥❣ ❡✛❡❝t✮✳
✺✼
✼ ❘❡s✉❧ts ❛♥❞ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ■✿ ▲❛✵✳✻✻❙r✵✳✸✸▼♥❖✸✲δ✴❙r❚✐❖✸
❚❛❜❧❡ ✼✳✷✿ ❘❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❱❙▼ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥✳
Pr❡ss✉r❡ ❬♠❜❛r❪ µ0❍❊ ❬♠❚❪ µ0❍❈ ❬♠❚❪ ❚❈ ❬❑❪
P▲❉ ✵✭✶✮ ✺✭✶✮ ✸✷✵✭✷✮
✶✳✵ ✻✭✶✮ ✸✶✭✶✮ ✷✺✷✭✸✮
✵✳✽ ✼✭✶✮ ✻✺✭✶✮ ✷✹✾✭✸✮
✵✳✻ ✷✾✭✶✮ ✶✶✾✭✶✮ ✺✼✭✺✮
❞♦✇♥ ❢r♦♠ r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐♥ ❛ ✜❡❧❞ ♦❢ ✶❚ ✇✐t❤ ❛ r❛t❡ ♦❢ ✷❑✴♠✐♥ ✭✜❣✉r❡ ✼✳✶✷✭❝✮✮✳ ❚❤❡ ❞❛t❛
❛r❡ ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts r❡♣♦rt❡❞ ❜② ❩❤✉ ❡t ❛❧✳ ❚❤❡ ❊❇ ✜❡❧❞ ♦❝❝✉rs ❛t t❡♠♣❡r❛t✉r❡s
❜❡❧♦✇ ✺✵❑ ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✭t❛❜❧❡ ✼✳✸✮✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧❡s ❛❧s♦ s❤♦✇♥ t❤❡
✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ tr❛✐♥✐♥❣ ❡✛❡❝t ❛s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✶✷✭❞✮✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❤②st❡r❡s✐s ❝✉r✈❡ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞
s❡✈❡r❛❧ t✐♠❡s ❛t ✺❑✳ ❚❤❡ ❊❇ ✜❡❧❞ ❞❡❝r❡❛s❡s s✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ ❜✉t ✐s st✐❧❧ ♥♦t ✈❛♥✐s❤❡❞ ❝♦♠♣❧❡t❡❧②
❛❢t❡r ✺ ♠❡❛s✉r❡❞ ❝②❝❧❡s✳
❚❛❜❧❡ ✼✳✸✿ ❚❡♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❜✐❛s ❛♥❞ ❝♦❡r❝✐✈❡ ✜❡❧❞s ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❣r♦✇♥ ❜② ❍❙❉
❛t ✵✳✽♠❜❛r✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❤②st❡r❡s✐s ❝✉r✈❡s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✶✷✭❝✮✳
❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❬❑❪ µ0❍❊ ❬♠❚❪ µ0❍❈ ❬♠❚❪
✽✵ ✶✭✶✮ ✽✹✭✶✮
✹✵ ✽✭✶✮ ✷✵✾✭✶✮
✷✵ ✷✵✭✶✮ ✸✾✶✭✶✮
✶✵ ✺✸✭✶✮ ✹✷✵✭✶✮
✺ ✶✶✹✭✶✮ ✼✶✻✭✶✮
■♥ s✉♠♠❛r②✱ ❳❘❉ ❛♥❞ PP▼❙ ❞❛t❛ ❜♦t❤ r❡✈❡❛❧ t②♣✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❢♦r ♦①②❣❡♥ ❞❡✜❝✐❡♥t ▲❙▼❖ ❧❛②❡rs✳
❚❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♦①②❣❡♥ ❞❡✜❝✐❡♥❝✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② t❤❡ ♦①②❣❡♥ ♣r❡ss✉r❡ ❞✉r✐♥❣ ❍❙❉✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ♦①②❣❡♥ ❝♦♥t❡♥t ❞♦❡s ♥♦t ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❧❛②❡rs✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱
✐t ✇❛s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ r❡s✉❧ts r❡♣♦rt❡❞ ❜② ❩❤✉ ❡t ❛❧ ❛♥❞ ❧✐♥❦ t❤❡♠ t♦ t❤❡ ♦①②❣❡♥
❞❡✜❝✐❡♥❝✐❡s ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡s✳ ❙❡✈❡r❛❧ ❤✐♥ts s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ r❡s✉❧ts ❜② ❏✉ ❛♥❞ ❙♦❤♥ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
♦❜s❡r✈❡❞ ✇❤✐❝❤ ♣♦ss✐❜❧② ❛r❡ ❞✉❡ t♦ ❛♥ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡ ✐♥ t❤❡ ▲❙▼❖
❧❛②❡rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ st✐❧❧ r❡♠❛✐♥s✱ ❤♦✇ t❤❡ ❊❇ ❡✛❡❝t ❝❛♥ ❜❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❛ s②st❡♠ ✇✐t❤ ♥♦
♥♦♠✐♥❛❧ ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② s✐♥❝❡ ✐t ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ♦①②❣❡♥ ❞❡✜❝✐❡♥t
❜✉❧❦ ▲❙▼❖✳
✼✳✸ ❉r❛st✐❝❛❧❧② r❡❞✉❝❡❞ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ❛t ▲❙▼❖✴❙❚❖ ✐♥t❡r❢❛❝❡s
✐♥ ❊❇ s❛♠♣❧❡s
■♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❊❇ ❡✛❡❝t ❛♥ ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ r❡❣✐♦♥ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ♣r❡s❡♥t s♦♠❡✇❤❡r❡ ✐♥
t❤❡ s❛♠♣❧❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❞❡♣t❤ ♣r♦✜❧❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♥❛❧②③❡❞ ❞❡♣t❤ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❜② t❤❡
t✇♦ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s P◆❘ ❛♥❞ ❳❘▼❙ ✭❢♦r t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ s❡❡
❝❤❛♣t❡r ✹✳✸✱ t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥ts ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✻✳✸✮✳
P◆❘ ❞❛t❛ ❤❛s ❜❡❡♥ t❛❦❡♥ ❛t t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✿ ❛t ✸✹✵❑✱ ✐✳❡✳ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❈✉r✐❡ t❡♠♣❡r✲
❛t✉r❡✱ ❛♥❞ ❛t ✺❑ ❛❢t❡r ✜❡❧❞ ❝♦♦❧✐♥❣ ✐♥ ✶❚✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛ ✜❡❧❞ ♦❢ ✶❚ ✇❛s ❛♣♣❧✐❡❞
✺✽
✼✳✸ ❉r❛st✐❝❛❧❧② r❡❞✉❝❡❞ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ❛t ▲❙▼❖✴❙❚❖ ✐♥t❡r❢❛❝❡s ✐♥ ❊❇ s❛♠♣❧❡s
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✸✿ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❙◆❙ ❞❛t❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❚♦♣ ❧❡❢t✿ r❛✇ ❞❛t❛ ♣✐❝t✉r❡ ♦♥ t❤❡ ✷✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ s❡♥s✐t✐✈❡ ❞❡t❡❝t♦r✳ ❚❤❡ ❛♥❣❧❡ ♦❢ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ①✲♣✐①❡❧ ♣♦s✐t✐♦♥
✭t❤❡ ❢❛rt❤❡r t♦ t❤❡ ❧❡❢t✱ t❤❡ ❧❛r❣❡r t❤❡ ❛♥❣❧❡ ♦❢ r❡✢❡❝t✐♦♥✮✳ ❚❤❡ r❡❞ r❡❝t❛♥❣❧❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ s✐❣♥❛❧✱
t❤❡ ❣r❡❡♥ ♦♥❡ t❤❡ ❞✐r❡❝t ✭t❤❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ❜❡❛♠ ✇❤✐❝❤ ♣❛ss❡s t❤❡ s❛♠♣❧❡✮ ❛♥❞ ❞✐✛r❛❝t❡❞ ❜❡❛♠✳
❚❤❡ ❞✐r❡❝t ❜❡❛♠ ✐s ♠♦st❧② s❤❛❞❡❞ ❜② t❤❡ ❜❡❛♠st♦♣ ✭✇❤✐t❡ r❡❝t❛♥❣❧❡✮✳ ❚♦♣ r✐❣❤t✿ t❤❡ s❛♠❡ r❛✇ ❞❛t❛ s❡t✱
❜✉t s❤♦✇♥ ✐♥ ①✲♣✐①❡❧ ✈❡rs✉s ❚❖❋ ✭✜rst ❛♥❣❧❡✱ θ =✵✳✷ ➦✮✳ ❆❧s♦ s❤♦✇♥ ❛r❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛t t❤❡ t✇♦
♦t❤❡r ❛♥❣❧❡s θ =✵✳✹ ➦ ❛♥❞ θ =✵✳✽ ➦✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ❛♥❣❧❡ ♣✐❝t✉r❡ t❤❡ ❞✐✛r❛❝t❡❞ ❜❡❛♠ ❝❛♥ ❝❧❡❛r❧② ❜❡ s❡❡♥✳ ■♥
t❤❡ t❤✐r❞ ❛♥❣❧❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t t❤✐❝❦♥❡ss ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❛❧r❡❛❞② ❛r❡ ✈✐s✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ s✐❣♥❛❧✳ ❆♥ ❡rr♦r
s✐❣♥❛❧ ✐s ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥ts ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s ❛♥❞ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝❤♦♣♣❡r r♦t❛t✐♦♥ s♣❡❡❞ ✭t❤❡r❡❢♦r❡✱
✐t ❛❧✇❛②s ✐s ❛t t❤❡ s❛♠❡ ❚❖❋ ♣✐①❡❧✮✳ ❚❤✐s ❡rr♦r s✐❣♥❛❧ ✐s ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ ❜② s✉❜tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ t♦ t❤❡
❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✳ ❚❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✭❘❖■✮ ✐s s❤♦✇♥ ❢♦r ❛❧❧ t❤r❡❡ ❛♥❣❧❡s✳ ❇♦tt♦♠✿ t❤❡ r❛✇ ❞❛t❛ ✇✐t❤✐♥ t❤❡
❘❖■ ❢♦r ❡✈❡r② ❛♥❣❧❡ ✐s r❡❞✉❝❡❞ ❛♥❞ tr❛♥s❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ Qz ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛t
❞✐✛❡r❡♥t ❛♥❣❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❜② ♠❛t❝❤✐♥❣ t❤❡♠ ✐♥ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣ r❡❣✐♦♥s t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ r❡✢❡❝t✐✈✐t②
❝✉r✈❡✳
✺✾
✼ ❘❡s✉❧ts ❛♥❞ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ■✿ ▲❛✵✳✻✻❙r✵✳✸✸▼♥❖✸✲δ✴❙r❚✐❖✸
t♦ s❛t✉r❛t❡ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝❤❛♣t❡r✱ t❤❡ ❞❡✲
s✐r❡❞ Qz r❛♥❣❡ ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ❝♦✈❡r❡❞ ❛t ♦♥❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❛♥❣❧❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡✉tr♦♥
✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✸➴✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛t ❡❛❝❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ✐♥t❡♥s✐t② ❤❛s ❜❡❡♥
♠❡❛s✉r❡❞ t✐♠❡ r❡s♦❧✈❡❞ ❛t t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥❝✐❞❡♥t ❛♥❣❧❡s ✭θ =✵✳✷✱ ✵✳✹ ❛♥❞ ✵✳✽ ➦✮✳ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✸
❣✐✈❡s ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❚❤❡ ♥❡✉tr♦♥s ❛r❡ ❞❡t❡❝t❡❞ s♣❛t✐❛❧❧② r❡s♦❧✈❡❞
✐♥ ①✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭✇❤✐❝❤ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❛♥❣❧❡✮ ❛♥❞ ②✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t✐♠❡ r❡s♦❧✈❡❞ ❛s
❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡✲♦❢✲✢✐❣❤t ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦❞❡r❛t♦r t♦ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r✳ ❆ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✭❘❖■✮ ✐s
❝❤♦s❡♥ ✐♥ ①✲❞✐r❡❝t✐♦♥ t❤❛t ❝♦✈❡rs t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ s✐❣♥❛❧✳ ❚❤❡ ❛♥❣❧❡ ♦❢ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠
t❤❡ ❝❡♥t❡r ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✐♥ ①✲❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❋♦r ❡✈❡r② s✐♥❣❧❡ t✐♠❡ ♣♦✐♥t t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s
✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❘❖■ ❛r❡ s✉♠♠❡❞ ✉♣ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ①✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭❞❛t❛ r❡❞✉❝t✐♦♥✮✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ Qz
✈❛❧✉❡ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❚❖❋ ❛♥❞ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ♦❢ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✭✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t
❛♥❣❧❡✮✳ ❚❤❡ t❤r❡❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❛♥❣❧❡s ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ ✐♥ ❛ ✇❛② t❤❛t t❤❡ ❞❛t❛ ♦✈❡r❧❛♣s ❛ ❧✐tt❧❡ ❜✐t ✐♥ Qz✳
❇② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛ s❡ts t❛❦❡♥ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥❝✐❞❡♥t ❛♥❣❧❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡❝t s❝❛❧✐♥❣ ❢❛❝t♦rs
❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣ r❡❣✐♦♥s✱ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s ❛ s✐♥❣❧❡ r❡✢❡❝t✐✈✐t② ❝✉r✈❡ ❝♦✈❡r✐♥❣ t❤❡ Qz r❛♥❣❡ ❢r♦♠
t❤❡ ♣❧❛t❡❛✉ ♦❢ t♦t❛❧ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✭s♠❛❧❧❡st Qz ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ✜rst ❛♥❣❧❡✮ ✉♣ t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡st Qz ✈❛❧✉❡s
♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛t t❤❡ t❤✐r❞ ✐♥❝✐❞❡♥t ❛♥❣❧❡✳
❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✹ s❤♦✇s t❤❡ P◆❘ ❞❛t❛ ❢♦r ❜♦t❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ✸✹✵ ❛♥❞ ✺❑ ♦❢ t❤❡ ▲❙▼❖✴❙❚❖ ❜✐❧❛②❡r
♣r❡♣❛r❡❞ ❜② P▲❉ ✇❤✐❝❤ ❞✐❞ ♥♦t s❤♦✇ ❛♥ ❊❇ ❡✛❡❝t ✐♥ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❞❛t❛ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛t ✸✹✵❑ ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❈✉r✐❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✱ ♥♦ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t s♣✐♥ ❝❤❛♥♥❡❧s ✇❛s ❡①♣❡❝t❡❞✳ ❍❡♥❝❡✱ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ♥❡✉tr♦♥ ❜❡❛♠
✐♥t❡♥s✐t② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s❛✈❡ t✐♠❡✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛t ✸✹✵❑ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ✉♥✲
♣♦❧❛r✐③❡❞ ❜❡❛♠✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ❤❛r❞❧② ❛♥② t❤✐❝❦♥❡ss ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✈✐s✐❜❧❡ ✐♥ ❜♦t❤✱ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
❞❛t❛ ❛♥❞ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦t s✉r♣r✐s✐♥❣✱ s✐♥❝❡ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❈✉r✐❡✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ t❤❡ ❝♦♥tr❛st
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧s s✐♠♣❧② ✐s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ♥✉❝❧❡❛r s❝❛tt❡r✐♥❣ ❧❡♥❣t❤ ❞❡♥s✐t✐❡s✳ ❋♦r ❜✉❧❦
▲❙▼❖ ❛♥❞ ❙❚❖ t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ✸✳✻✽➴−2 ❛♥❞ ✸✳✺✸➴−2✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ❝♦♥tr❛st ✐s ✈❡r②
s♠❛❧❧✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤✐s ❢❛❝t ♠❛❦❡s ✐t ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❧❛②❡r t❤✐❝❦♥❡ss❡s
✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ t❤❡ ❜✐❣ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✐s t❤❛t ❛t ❧♦✇ t❡♠✲
♣❡r❛t✉r❡s ❛❧❧ t❤✐❝❦♥❡ss ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣r♦✜❧❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❛t❛ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ s♦♠❡ ❡①t❡♥❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r s❝❛tt❡r✐♥❣ ❧❡♥❣t❤ ❞❡♥s✐t✐❡s
✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡✿ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❡❞❣❡ ❢♦r t♦t❛❧ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ✉♥❞❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦
✐s ♠♦st❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r s❝❛tt❡r✐♥❣ ❧❡♥❣t❤ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ s✉❜str❛t❡✳ ❚❤✐s ✐s ❞✐✛❡r❡♥t
t♦ ❳❘❘✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ t♦♣ ❧❛②❡r ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧
❡❞❣❡✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s t❤❡ ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢♦r P◆❘ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥
t♦ t❤❡ ✈❡r② t❤✐♥ ❧❛②❡rs ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✷✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r s❝❛tt❡r✐♥❣ ❧❡♥❣t❤
❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❙❚❖ s✉❜str❛t❡ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❛♥❣❧❡✳ ❚❤✐s ✈❛❧✉❡ t❤❡♥ ❛❧s♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡s
t❤❡ ◆❙❉ ❢♦r t❤❡ ❧❛②❡r ♠❛t❡r✐❛❧s✱ ❛s t❤❡② ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❝❧♦s❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ t❤❡ s✉❜str❛t❡ ✈❛❧✉❡ t♦ ❛✈♦✐❞
t❤✐❝❦♥❡ss ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s t♦ ❜❡❝♦♠❡ ✈✐s✐❜❧❡✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡
✉s❡❞ t♦ ❝❤❡❝❦✱ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ s✉❜str❛t❡ ◆❙❉ ❛♥❞ s✉❜s❡q✉❡♥t❧② ❛❧❧ ♦t❤❡r ◆❙❉ ❛r❡ ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤
t❤❡ ❜✉❧❦ ✈❛❧✉❡s✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❧❛②❡r t❤✐❝❦♥❡ss❡s ❛❧s♦ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
❞❛t❛✱ ✐♥ ❢❛❝t t❤❡ ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❛t❛ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♥❛❧②③❡❞ ✜rst✳ ❚❤❡♥ ❜② s❡tt✐♥❣ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝
s❝❛tt❡r✐♥❣ ❧❡♥❣t❤ ❞❡♥s✐t✐❡s t♦ ③❡r♦✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❤❡❝❦❡❞✱ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ r❡s✉❧ts ✭❝❤❡♠✐❝❛❧
❧❛②❡r t❤✐❝❦♥❡ss❡s ❛♥❞ r♦✉❣❤♥❡ss❡s✮ ❛r❡ ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❞❛t❛ ❛t ✸✹✵❑ ❛s ✇❡❧❧✳
❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ❛t ✺❑ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❜✐❧❛②❡r ❣r♦✇♥ ❜② P▲❉
❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✶✹✭❜✮✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ str♦♥❣ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ R++ ❛♥❞ R−− ❝❤❛♥♥❡❧
❛t t❤✐s t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ❖s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ✈✐s✐❜❧❡ ❢r♦♠
✇❤✐❝❤ t❤❡ ❋▼ ❧❛②❡r t❤✐❝❦♥❡ss ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❞✉❝❡❞✳ ❚❤❡ ❜❡st ✜t t♦ t❤❡ ❞❛t❛ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❛ ✽✻➴
✷◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ♠✐❣❤t ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r t❤✐❝❦ ❧❛②❡rs ❛♥❞ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r ♠✉❧t✐❧❛②❡r s②st❡♠s✳ ■♥ t❤❡s❡ ❝❛s❡s
t❤❡r❡ ♠✐❣❤t ❜❡ s♦ ♠✉❝❤ ♠❛t❡r✐❛❧ ♦♥ t♦♣ ♦❢ t❤❡ s✉❜str❛t❡ t❤❛t t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❡❞❣❡ ❢♦r t♦t❛❧ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✐s ✐♥✢✉❡♥❝❡❞
s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❜② t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❧❡♥❣t❤ ❞❡♥s✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❧❛②❡r ♠❛t❡r✐❛❧s✳
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✹✿ P◆❘ ❞❛t❛ ♦❢ t❤❡ P▲❉ s❛♠♣❧❡✳ ❚♦♣✿ ✸✹✵❑ ❞❛t❛ ♠❡❛s✉r❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ✉♥♣♦❧❛r✐③❡❞ ❜❡❛♠ ❛t
✶❚✳ ❇♦tt♦♠✿ ✻❑ ❞❛t❛ t❛❦❡♥ ❛t ✶❚✳ ❚❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss❡s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❡✢❡❝t✐✈✐t② ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ❛rr♦✇ ✐♥❞✐❝❛t❡s ❛ ❧❛②❡r ✇✐t❤ ♥♦♥ ③❡r♦ ♠❛❣♥❡t✐❝ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❧❡♥❣t❤
❞❡♥s✐t②✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r t♦ t❤❡ r✐❣❤t ❣✐✈❡s t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡✳ ❉❡t❛✐❧❡❞
r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✼✳✹✳
✻✶
✼ ❘❡s✉❧ts ❛♥❞ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ■✿ ▲❛✵✳✻✻❙r✵✳✸✸▼♥❖✸✲δ✴❙r❚✐❖✸
t❤✐❝❦ ❋▼ ❧❛②❡r ❤❛✈✐♥❣ ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❧❡♥❣t❤ ❞❡♥s✐t② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❜✉❧❦ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ▲❙▼❖
✭✾✵✪✮ ❛♥❞ ❛ ✻✻➴ t❤✐❝❦ ✭♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝❛❧❧②✮ ♥♦♥♠❛❣♥❡t✐❝ ❧❛②❡r ♦♥ t♦♣✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ✇❡ ❝❛♥ ♥♦t
❝❧❡❛r❧② ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ✐♥t❡r❢❛❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ▲❙▼❖ ❛♥❞ ❙❚❖ ❜② P◆❘✱ t❤❡ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❧❛②❡r
t❤✐❝❦♥❡ss ♠❛t❝❤❡s ♣❡r❢❡❝t❧② t❤❡ ▲❙▼❖ ❧❛②❡r t❤✐❝❦♥❡ss ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❳❘❘✳ ❋r♦♠ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥
❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ▲❙▼❖ ❧❛②❡r ✐s ♦r❞❡r❡❞ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝❛❧❧② ❛t ✺❑ ❛♥❞ ✶❚✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱
t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♥♦♥♠❛❣♥❡t✐❝ ❧❛②❡r ♦♥ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ❋▼ ❧❛②❡r ✐s s❧✐❣❤t❧② s♠❛❧❧❡r✱ ❜✉t ✈❡r② ❝❧♦s❡
t♦ t❤❡ ❙❚❖ t❤✐❝❦♥❡ss r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❳❘❘ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❚❤❡ r♦✉❣❤♥❡ss❡s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② P◆❘
❛r❡ s❧✐❣❤t❧② ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ❢♦r ❳❘❘✱ ❜✉t st✐❧❧ r❛♥❣✐♥❣ ❛r♦✉♥❞ ✶ ♥♠✳ ■t ❛❧s♦ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞
t❤❛t t❤❡ ❡rr♦r ♦♥ t❤❡ r♦✉❣❤♥❡ss❡s ✐s ♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ❢♦r t❤❡ ❳❘❘ ❞❛t❛✱ s✐♥❝❡ t❤❡ P◆❘ ❞❛t❛
❛r❡ ♠✉❝❤ ❧❡ss s❡♥s✐t✐✈❡ ♦♥ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ ♥✉❝❧❡❛r s❝❛tt❡r✐♥❣ ❧❡♥❣t❤ ❞❡♥s✐t✐❡s ❛r❡ ♥♦t ❦❡♣t
✜①❡❞ ❛t t❤❡ ❜✉❧❦ ✈❛❧✉❡s ❛s ✐t ✇❛s ❞♦♥❡ ❢♦r t❤❡ ❳❘❘ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤❡② s❡❡♠ t♦ ❜❡ s❧✐❣❤t❧② s♠❛❧❧❡r ✐♥
❣❡♥❡r❛❧ ✲ ❛ ❢❛❝t ✇❤✐❝❤ ✐s tr✉❡ ❢♦r ❛❧❧ ❢✉rt❤❡r s❛♠♣❧❡s ❛s ✇❡❧❧✿ ❋♦r ❛❧❧ ✜ts t❤❡ ✈❛❧✉❡s r❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥
✸✳✶➴−2 ❛♥❞ ✸✳✺➴−2 ✇❤✐❝❤ ❧♦♦❦s ❧✐❦❡ ❛ r❛t❤❡r ❧❛r❣❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② t♦ t❤❡ ❜✉❧❦ ✈❛❧✉❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r
s✐♠✐❧❛r❧② t♦ t❤❡ r♦✉❣❤♥❡ss❡s✱ t❤❡ ❡rr♦r ♦♥ t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ✐s r❛t❤❡r ❧❛r❣❡✿ ❚❤❡ ❛♥❣❧❡ ♦❢ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✐s
❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ①✲♣✐①❡❧ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❘❖■ ❢♦r t❤❡ ❞❛t❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐s ❧♦❝❛t❡❞✳ ■❢ ❢♦r
❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❘❖■ ✐s s❤✐❢t❡❞ ❜② ❥✉st ♦♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❢♦r t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❛♥❣❧❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱
t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r s❝❛tt❡r✐♥❣ ❧❡♥❣t❤ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ s✉❜str❛t❡ ❛❧r❡❛❞② ❝❤❛♥❣❡s ♠♦r❡ t❤❛♥ ✵✳✸➴−2✳ ■♥
♦r❞❡r t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ ❝♦♥tr❛st ❝♦♥st❛♥t✱ t❤❡ ◆❙❉ ❢♦r t❤❡ ❧❛②❡rs ✇✐❧❧ s❤✐❢t ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✳ ❚❤❡ s❡tt✐♥❣ ♦❢
t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❘❖■ ✐s ♥♦t t❤❡ ♦♥❧② ♣♦ss✐❜❧❡ s♦✉r❝❡ ❢♦r ❛♥ s②st❡♠❛t✐❝ ❡rr♦r ♦♥ t❤❡ ◆❙❉✿ ❚❤❡
✐♥❝✐❞❡♥t ❛♥❣❧❡ ✭♦r ❛♥❣❧❡ ♦❢ r❡✢❡❝t✐♦♥✮ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❘❖■ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ❜❡❛♠✳ ❚❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ❜❡❛♠ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞
❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❜❡❛♠t✐♠❡ ❛♥❞ ✉♥❞❡r❧✐❡s t❤❡ s❛♠❡ r❡❛❞✐♥❣ ❡rr♦r ❛s t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❘❖■✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤
✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❤❡❝❦❡❞ ❢r♦♠ t✐♠❡ t♦ t✐♠❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❜❡❛♠t✐♠❡ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ❜❡❛♠ ♣♦s✐t✐♦♥ ♠✐❣❤t
❛❧s♦ s❧✐❣❤t❧② s❤✐❢t ✲ ❡✈❡♥ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ♦♥❧② ❤❛❧❢ ❛ ❝❤❛♥♥❡❧ ✇♦✉❧❞ ❛❞❞ s♦♠❡t❤✐♥❣ ❛r♦✉♥❞ ✵✳✶✻➴−2
t♦ t❤❡ s②st❡♠❛t✐❝ ❡rr♦r ♦♥ t❤❡ ◆❙❉✳ ❚❛❦✐♥❣ t❤❡s❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞
❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ◆❙❉ t♦ t❤❡ ❜✉❧❦ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❡rr♦r❜❛rs ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✳
❙✉♠♠❛r✐③✐♥❣✱ ✐♥ t❤❡ ▲❙▼❖✴❙❚❖ ❜✐❧❛②❡r ❣r♦✇♥ ❜② P▲❉ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ❡①❤✐❜✐t ❛♥ ❊❇ ❡✛❡❝t✱ ❛
❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝❛❧❧② ♦r❞❡r❡❞ ▲❙▼❖ ❤❛s ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ ❛t ✺❑ ❜② P◆❘✳ ❆❧❧ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs
❛r❡ ✐♥ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❳❘❘ r❡s✉❧ts ❛♥❞ s❤♦✇ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ t❛❦❡♥
❛❜♦✈❡ t❤❡ ❈✉r✐❡✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❜② ❥✉st s❡tt✐♥❣
t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❧❡♥❣t❤ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❧❛②❡r t♦ ③❡r♦ ✭✜❣✉r❡ ✼✳✶✹✭❛✮✮✳
❚❤❡ P◆❘ ❞❛t❛ t❛❦❡♥ ❛t ✺❑ ♦❢ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❧❛②❡r ❣r♦✇♥ ❜② ❍❙❉ ❛t ✵✳✽♠❜❛r ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✶✺✳
■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❜✐❧❛②❡r ❣r♦✇♥ ❜② P▲❉ t❤❡ ❜❡st ✜t ❢♦r t❤✐s s❛♠♣❧❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛
❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❧❛②❡r t❤✐❝❦♥❡ss ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❜♦✉t ✶✵➴ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ▲❙▼❖ t❤✐❝❦♥❡ss ❞❡t❡r♠✐♥❡❞
❜② ①✲r❛②✲r❡✢❡❝t♦♠❡tr② ✭✾✺ ❛♥❞ ✶✵✺➴✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❛❧♠♦st ❡q✉❛❧ ◆❙❉ ♦❢ ▲❙▼❖ ❛♥❞
❙❚❖✱ ❛❣❛✐♥ ✇❡ ❝❛♥ ♦♥❧② ❝♦♥❝❧✉❞❡ ❜② ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❳❘❘ r❡s✉❧t t❤❛t ❛❜♦✉t ✶✵➴ ♦❢ ▲❙▼❖
❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ t♦ t❤❡ ❙❚❖ s✉❜str❛t❡ ❛r❡ ♥♦t ♦r❞❡r❡❞ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝❛❧❧②✱ ❜✉t ❛r❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝❛❧❧②
♥♦♥♠❛❣♥❡t✐❝ ✲ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t r✉❧❡ ♦✉t ❛♥ ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♦r❞❡r✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❛t
t❤✐s ❡✛❡❝t ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛♥❞ ❞❡t❡❝t❛❜❧❡ ❜② P◆❘✱ ✜❣✉r❡ ✼✳✶✺✭❜✮ s❤♦✇s t❤❡ ❜❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ✜t ❢♦r t❤❡
❝❛s❡ ♦❢ ❛ ✶✵✺➴ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ▲❙▼❖ ❧❛②❡r✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ ❛❧s♦ r❡✈❡❛❧s t❤❛t t❤❡ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❧❛②❡r
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❞✐✈✐❞❡❞ ❜② ✶✵ ❢♦r ❜❡tt❡r ✈✐s✐❜✐❧✐t②✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ▲❙▼❖ ❧❛②❡r ✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡✮
❛♥❞ ❛ ♥♦♥✲♠❛❣♥❡t✐❝ ▲❙▼❖ ❧❛②❡r ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ t♦ ❙❚❖ ✭❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡✮ ❛r❡ s❤♦✇♥✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ s♠❛❧❧❡r
s✐❣♥❛❧✲t♦✲♥♦✐s❡✲r❛t✐♦ ❜♦t❤ ❝❛s❡s ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞✳
❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦❜❧❡♠ ❛❧s♦ ❤♦❧❞s ❢♦r t❤❡ ▲❙▼❖ s✐♥❣❧❡ ❧❛②❡r ❣r♦✇♥ ❛t ✵✳✻♠❜❛r✱
t❤❡r❡ ❛r❡ s♦♠❡ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ P◆❘ ❞❛t❛ ❢♦r ❛ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❧❛②❡r s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❣r♦✇♥ ❛t
✻✹
✼✳✸ ❉r❛st✐❝❛❧❧② r❡❞✉❝❡❞ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ❛t ▲❙▼❖✴❙❚❖ ✐♥t❡r❢❛❝❡s ✐♥ ❊❇ s❛♠♣❧❡s
✵✳✽♠❜❛r ✭✜❣✉r❡ ✼✳✶✼✮✿ ❚❤❡ ❞❛t❛ ✲ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡ R−− ❝❤❛♥♥❡❧ ✲ ✐s ❜❡st r❡s❡♠❜❧❡❞ ❜② ❛ ✶✹✵➴
t❤✐❝❦ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❧❛②❡r ✭✜❣✉r❡ ✼✳✶✼✭❛✮✮✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ t♦ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡
▲❙▼❖ ❧❛②❡r ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❳❘❘ ✭✶✼✵➴✮ ✐s ❡✈❡♥ ❧❛r❣❡r ✐♥ t❤✐s s❛♠♣❧❡✳ ■♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ t❤❡
s✐♥❣❧❡ ❧❛②❡r ❣r♦✇♥ ❛t ✵✳✽♠❜❛r t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❧❡♥❣t❤ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❧❛②❡r
✐s ❢✉rt❤❡r r❡❞✉❝❡❞ t♦ ✸✺✪ ♦❢ t❤❡ ❜✉❧❦ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ▲❙▼❖✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦❜❧❡♠ ❞✉❡
t♦ t❤❡ s❛♠♣❧❡ s✐③❡✱ t❤❡ ✇❡❛❦ ♠❛❣♥❡t✐❝ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❧❡ss ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❢✉rt❤❡r
✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❛ ✇❡❛❦❡r s❡♥s✐t✐✈✐t② t♦ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❞❡♣t❤ ♣r♦✜❧❡✳ ❇✉t ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡
s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❛s ❝❧❡❛r ❛s ❢♦r t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❣r♦✇♥ ❛t ✵✳✽♠❜❛r✱ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡❧②
❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ▲❙▼❖ ❧❛②❡r ❞♦❡s ♥♦t r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t✐✈✐t② ❝✉r✈❡ ❛s ❛❝❝✉r❛t❡
❛s t❤❡ ✜t ✇✐t❤ ❛ t❤✐♥♥❡r ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❧❛②❡r✳ ❋♦r t❤❡ ◆❙❉ ❛♥❞ t❤❡ ❧❛②❡r r♦✉❣❤♥❡ss❡s t❤❡ s❛♠❡
t❡♥❞❡♥❝✐❡s ❛r❡ ❢♦✉♥❞ ❛s ❢♦r t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❛♠♣❧❡s✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ❛❧r❡❛❞② s✉❣❣❡sts
t❤❛t t❤❡ ♦①②❣❡♥ ❞❡✜❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤✐s s❛♠♣❧❡ ✐s ❜✐❣❣❡r t❤❛♥ ❢♦r t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❣r♦✇♥ ❛t ✵✳✽♠❜❛r✱ ✐t ✐s ♥♦
s✉r♣r✐s❡ t❤❛t t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❧❡♥❣t❤ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ▲❙▼❖ ✐s ❢✉rt❤❡r ❞❡❝r❡❛s❡❞ ❞♦✇♥ t♦ ♦♥❧②
✸✺✪ ♦❢ t❤❡ ❜✉❧❦ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ▲❙▼❖✳ ❙♦♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s r❡❞✉❝t✐♦♥ ♠✐❣❤t ❛❧s♦ ❜❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t
t❤❛t t❤✐s s❛♠♣❧❡ ✐s ♥♦t ②❡t ❢✉❧❧② s❛t✉r❛t❡❞ ❛t ✻❑ ✭✜❣✉r❡ ✼✳✶✶✮✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ R−− ❝❤❛♥♥❡❧
✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♥♦♥✲♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♥t❡r❢❛❝❡ r❡❣✐♦♥✱ ✐t ♥❡❞s t♦ ❜❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ t❤❛t t❤❡ R++
❝❤❛♥♥❡❧ ✐s ❜❡tt❡r r❡♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ▲❙▼❖ ❧❛②❡r✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ ❛♥
❛❧♠♦st ✐❞❡♥t✐❝❛❧ FOM ❢♦r t❤❡ t✇♦ ❝❛s❡s ✭✽✷✳✵ ❢♦r t❤❡ ♥♦♥✲♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♥t❡r❢❛❝❡ r❡❣✐♦♥✱ ✽✶✳✼ ❢♦r t❤❡
❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❧❛②❡r✮✳ ■t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❤❛r❞ t♦ t❡❧❧ ❢r♦♠ t❤❡ P◆❘✱ ❤♦✇ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥
❡①❛❝t❧② ❧♦♦❦s ❧✐❦❡ ✐♥ t❤✐s s❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r FOM ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r s❛♠♣❧❡s ❛r❡
♠♦st❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡r st❛t✐st✐❝❛❧ ❡rr♦rs ♦♥ t❤❡ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❧♦✇❡r ✐♥t❡♥s✐t✐❡s✳
❆❧t❤♦✉❣❤ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣r♦✜❧❡s ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ✇✐t❤♦✉t ❊❇ ❝♦♠✲
♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ ❊❇ ❣r♦✇♥ ❛t ✵✳✽♠❜❛r ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡t❡❝t❡❞ ❜② P◆❘✱ ❳❘▼❙ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❛s ❛ ❝♦♠♣❧✐♠❡♥t❛r② ♠❡t❤♦❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥✜r♠ t❤❡ s♠❛❧❧ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡✛❡❝ts
❢♦r t❤❡ P▲❉ s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ❍❙❉ s❛♠♣❧❡s ❣r♦✇♥ ❛t ✵✳✽ ❛♥❞ ✵✳✻♠❜❛r✳ ❉❛t❛ ❤❛s ❜❡❡♥ t❛❦❡♥ ❛t
❛❜♦✉t ✷✵✱ ✸✵ ❛♥❞ ✶✺✵❑ t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❞❡♣t❤ ♣r♦✜❧❡✳ ❆t
❡❛❝❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ ❜♦t❤✱ r✐❣❤t ❛♥❞ ❧❡❢t ❝✐r❝✉❧❛r ♣♦❧❛r✐③❡❞ ❧✐❣❤t✱ ❤❛s ❜❡❡♥
♠❡❛s✉r❡❞ ❢♦r t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♥❣❧❡s ♦❢ r❡✢❡❝t✐♦♥✱ ♥❛♠❡❧② θ =✺✱ ✶✵ ❛♥❞ ✶✺ ➦✳ ❆t ❡❛❝❤ ❛♥❣❧❡ t❤❡
✐♥❝✐❞❡♥t ❡♥❡r❣② ❤❛s ❜❡❡♥ s❝❛♥♥❡❞ ❢r♦♠ ✻✸✵ t♦ ✻✻✵ ❡❱✳ ❚❤✐s ❡♥❡r❣② r❛♥❣❡ ❝♦✈❡r❡s ❜♦t❤✱ t❤❡ ▲II
❛♥❞ ▲III ❡❞❣❡s ♦❢ ▼♥✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡r❡ ❛❧✇❛② ✐s ❛ s♠❛❧❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ♦❢
t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ▲❈P ❛♥❞ ❘❈P ①✲r❛② ❜❡❛♠✱ ❡❛❝❤ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛t t✇♦ ♦♣♣♦s✐♥❣ ✜❡❧❞s✱
✐✳❡✳ ❛t + ❛♥❞ −✺✵♠❚✳ ❇② s✉❜tr❛❝t✐♥❣ t❤❡ ❳▼❈❉ s✐❣♥❛❧s ♦❢ ❜♦t❤ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ✐s ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✽✳✸✮✳ ❆s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✹✳✸✳✹✱ t❤❡
s✉♠ ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ♦❢ ❛♥ ✐♥❝✐❞❡♥t ▲❈P ❛♥❞ ❘❈P ①✲r❛② ❜❡❛♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧
t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ✭s✐♠✐❧❛r t♦ ♥♦♥✲r❡s♦♥❛♥t ❳❘❘✮✳ ❚❤❡r❡❛❢t❡r✱ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢
❜♦t❤ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s✱ ✐✳❡✳ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ❳▼❈❉ s✐❣♥❛❧✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❢♦r♠✉❧❛ ✭✹✳✸✺✮✳ ❋♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
✐♥❞✐❝❡s ♦❢ r❡❢r❛❝t✐♦♥ n(E) ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t♦✲♦♣t✐❝❛❧ ❝♦♥st❛♥ts Q(E) ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❛ ▲❙▼❖ ✑st❛♥❞❛r❞ s❛♠♣❧❡✏✱ ❛ ✻✵ ♥♠ t❤✐❝❦ ▲❙▼❖ ✜❧♠ ✭t❤❡ ❞❛t❛ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥
✐♥ ❬✶✵✷❪✮✳ ■t ✇❛s s❡❡♥ ❜❡❢♦r❡✱ t❤❛t ♥♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ❝❛♥
❜❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ P◆❘ ❞❛t❛ ❞✉❡ t♦ t❤❡ s♠❛❧❧ ❝♦♥tr❛st ✐♥ ♥✉❝❧❡❛r s❝❛tt❡r✐♥❣ ❧❡♥❣t❤ ❞❡♥s✐t✐❡s✳
❚❤❡ ❤✉❣❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❳❘▼❙ ❞❛t❛ ✐s t❤❛t ✐t ✐s ✈❡r② s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ❜♦t❤✱ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❛♥❞
♠❛❣♥❡t✐❝ s❛♠♣❧❡ ♣r♦✜❧❡✱ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✳
■♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✶✽ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❳▼❈❉ s✐❣♥❛❧ ✐s s❤♦✇♥ ❢♦r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
❛t θ =✶✵ ❞❡❣ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❣r♦✇♥ ❜② ❍❙❉ ❛t ✵✳✽♠❜❛r✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥✱ t❤❛t t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡
s✐❣♥❛❧ ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❞r♦♣ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝
♠♦♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✭✜❣✉r❡ ✼✳✶✶✮✳ ❆ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✽✿ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❳❘▼❙ s✐❣♥❛❧ ❛t θ =✶✵ ➦ ♦❢ t❤❡ ▲❙▼❖ s✐♥❣❧❡ ❧❛②❡r ❣r♦✇♥
❜② ❍❙❉ ❛t ✵✳✽♠❜❛r ❛♥❞ ✵✳✵✺❚✳ ▲✐❦❡ ❢♦r ❛❧❧ ♦t❤❡r ❳▼❈❉ ♣❧♦ts✱ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ❳▼❈❉ s✐❣♥❛❧ ✭❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢
r❡✢❡❝t❡❞ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ❢♦r ❛♥ ✐♥❝✐❞❡♥t ▲❈P ❛♥❞ ❘❈P ①✲r❛② ❜❡❛♠✮ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ♣❡r❝❡♥t ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ s✐❣♥❛❧
✭s✉♠ ♦❢ r❡✢❡❝t❡❞ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ❢♦r ❛♥ ✐♥❝✐❞❡♥t ▲❈P ❛♥❞ ❘❈P ①✲r❛② ❜❡❛♠
r❡s✉❧ts ✐♥ q✉✐t❡ ❛ ❧❛r❣❡ ❡rr♦rs ♦♥ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✈❛❧✉❡s ✉♣ t♦ ±✶✵❑ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳ ❚❤✐s
❤✐♥❞❡rs ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❜♦t❤ ♠❡t❤♦❞s✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❛t ❝❛♥ ❜❡ s❛✐❞✱ ✐s t❤❛t t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❳▼❈❉ s✐❣♥❛❧ ♦♥❧② ❝❤❛♥❣❡s ♠❛r❣✐♥❛❧❧② ✐♥✲
❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❞❡♣t❤ ♣r♦✜❧❡ ❛♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡ s❝❛❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♠♦♠❡♥t r❡♠❛✐♥s
t❤❡ s❛♠❡✸✳ ❚❤❡ s❛♠❡ r❡s✉❧ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ ❢♦r ❛❧❧ ♦t❤❡r s❛♠♣❧❡s ❛t ❛❧❧ ✐♥❝✐❞❡♥t ❛♥❣❧❡s✳ ❚❤❡r❡✲
❢♦r❡✱ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ ❞❛t❛ t❛❦❡♥ ❛t ✸✵❑ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♠❛❣♥❡t✐❝ ♣r♦✜❧❡✳
❋♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛ s❧❛❜ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❛②❡rs✳ ■♥
❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ▲❙▼❖ ❛♥❞ ❙❚❖ ❧❛②❡rs✱ ✐♥t❡r❢❛❝❡ r♦✉❣❤♥❡ss❡s ❛♥❞ s✉r❢❛❝❡ r♦✉❣❤♥❡ss❡s ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞
❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❧❛②❡rs ✇✐t❤ ❛ ♠✐①❡❞ ✐♥❞❡① ♦❢ r❡❢r❛❝t✐♦♥ n(E) ✭❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧② ♠❛❣♥❡t♦ ♦♣t✐❝❛❧
❝♦♥st❛♥t Q(E)✮✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❛♥ ✐♥t❡r❢❛❝❡ r♦✉❣❤♥❡ss ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥ ▲❙▼❖ ❛♥❞ ❛♥ ❙❚❖ ❧❛②❡r ❝❛♥
❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ❧❛②❡r ❤❛✈✐♥❣ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡❞ ✐♥❞❡① ♦❢ r❡❢r❛❝t✐♦♥ n(E) = (nlsmo(E)+nsto(E))/2✳
❚❤✐s ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❳❘▼❙ s✐♠✐❧❛r t♦ ❳❘❘ ❛♥❞ P◆❘ ✐s ♥♦t s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡
♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ■♥ ❛♥❛❧♦❣②✱ ❛ s✉r❢❛❝❡ r♦✉❣❤♥❡ss ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❛✈❡r❛❣✐♥❣
t❤❡ ✐♥❞❡① ♦❢ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦♣ ❧❛②❡r ♠❛t❡r✐❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r ❛✐r✱ ✐✳❡✳ nair(E) = 1✳ ■♥
♣r✐♥❝✐♣❧❡ s✉❝❤ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❧❛②❡rs ❝❛♥ ❜❡ s✉❜❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ s❧❛❜s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠♦❞❡❧
❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦r r♦✉❣❤♥❡ss ❣r❛❞✐❡♥ts✱ ❜✉t ❢♦r ❛❧❧ s❛♠♣❧❡s ✉♥❞❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✐t t✉r♥❡❞
♦✉t t❤❛t t❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②✳ ❍❡♥❝❡✱ ❛ s✐♥❣❧❡ s✉r❢❛❝❡
❧❛②❡r ✇❛s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✳ ❆❧❧ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② s✐♠✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ❢♦r ❛❧❧ t❤r❡❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❛♥❣❧❡s s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ✇✐t❤
t❤❡ s❛♠❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡ ❢♦r t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ s❛♠♣❧❡✳ ❆♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ❛♥❞ s✉♠♠❛r②
♦❢ t❤❡ ✜t r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ▲❙▼❖ ❧❛②❡rs ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❳❘❘✱ P◆❘ ❛♥❞ ❳❘▼❙ ❢♦r ❛❧❧ s❛♠♣❧❡s ✐s ❣✐✈❡♥
✐♥ t❛❜❧❡ ✼✳✹✳
❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ❢♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ r❡✢❡❝t✐✈✐t② ✲ ✐✳❡✳ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞
✐♥t❡♥s✐t✐❡s ❢♦r ✐♥❝✐❞❡♥t ▲❈P ❛♥❞ ❘❈P ①✲r❛②s ✲ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ▲❙▼❖
s✐♥❣❧❡ ❧❛②❡r ❣r♦✇♥ ❜② ❍❙❉ ❛t ✵✳✽♠❜❛r ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✶✾✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ②✐❡❧❞ ❛♥ ▲❙▼❖
❧❛②❡r t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ ✾✶➴✳ ❚❤❡ ❧❛②❡r t❤✐❝❦♥❡ss ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛ ✽✺➴ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ▲❙▼❖ ❧❛②❡r ♣❧✉s
✸t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ❳▼❈❉ s❝❛♥s t♦ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❞❡♣t❤ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✷✸
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▲❙▼❖✴❆✐r ✶✷➴
▲❙▼❖ ✽✺➴
❙❚❖ ❙✉❜str❛t❡
❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✾✿ ❆✈❡r❛❣❡ s✐❣♥❛❧ ✲ ✐✳❡✳ s✉♠ ♦❢ r❡✢❡❝t❡❞ ❘❈P ❛♥❞ ▲❈P ✐♥❝✐❞❡♥t ①✲r❛②s ✲ ♦❢ t❤❡ ▲❙▼❖ s✐♥❣❧❡
❧❛②❡r ❣r♦✇♥ ❜② ❍❙❉ ❛t ✵✳✽♠❜❛r ❢♦r ❛❧❧ t❤r❡❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❛♥❣❧❡s✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠❛ ❛t ❛r♦✉♥❞ ✻✹✶ ❛♥❞ ✻✺✷ ❡❱
❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ LIII ❛♥❞ LIII ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❛❞❣❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ s❧❛❜ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❢♦r t❤❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠ r✐❣❤t✳
✻✽
✼✳✸ ❉r❛st✐❝❛❧❧② r❡❞✉❝❡❞ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ❛t ▲❙▼❖✴❙❚❖ ✐♥t❡r❢❛❝❡s ✐♥ ❊❇ s❛♠♣❧❡s
❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❧❛②❡r ❝♦♥s✐st✐♥❣ ❤❛❧❢ ▲❙▼❖ ❛♥❞ ❤❛❧❢ ❛✐r✳ ❚❤✐s ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ t♦t❛❧ ❧❛②❡r t❤✐❝❦♥❡ss ✐s ❞♦♥❡ ✐♥ ❛♥❛❧♦❣② t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❳❘❘ ❛♥❞ P◆❘✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢
t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ r❡❣✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ r♦✉❣❤♥❡ss ✐s ❛❞❞❡❞ ♣❛rt❧② t♦ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ❛♥❞ ♣❛rt❧② t♦
t❤❡ t♦♣ ❧❛②❡r ❛t ❜♦t❤ s✐❞❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s❤♦✇ ❛ str♦♥❣ s❡♥s✐t✐✈✐t② t♦ t❤❡ t♦t❛❧
❧❛②❡r t❤✐❝❦♥❡ss✳ ❚❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❧❛②❡r ✐s ♥❡❝❡ss❛r② ❛s ✇❡❧❧ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ q✉❛❧✐t②
♦❢ t❤❡ ✜t s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✶✾✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❤❛r❞❧② s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡
str✉❝t✉r❡ ❛t t❤❡ ▲❙▼❖✴❙❚❖ ✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ✐✳❡✳ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛♥ ✐♥t❡r❢❛❝❡ r♦✉❣❤♥❡ss ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡
t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛ ♣❡r❢❡❝t❧② s♠♦♦t❤ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ t♦t❛❧ ❧❛②❡r t❤✐❝❦♥❡ss
r❡♠❛✐♥s ❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ❤♦❧❞s ❢♦r ❛❧❧ ♦t❤❡r s❛♠♣❧❡s ❛s ✇❡❧❧✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♥♦ r♦✉❣❤♥❡ss ✐s
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❙❚❖ s✉❜str❛t❡s t♦ t❤❡ ▲❙▼❖ ❧❛②❡rs✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡
❳❘❘ r❡s✉❧ts t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ▲❙▼❖ ❧❛②❡r t❤✐❝❦♥❡ss ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❳❘▼❙ ✐s ❛❜♦✉t ✶✹➴ s♠❛❧❧❡r✳
❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ✐s ❜✐❣❣❡st ❢♦r t❤✐s s❛♠♣❧❡✱ t❤✐s ✐s ❛ ❝♦♠♠♦♥ r❡s✉❧t ❢♦r ❛❧❧ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✐t ✐s ♥♦t ❢✉❧❧② ✉♥❞❡rst♦♦❞✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦r✐❣✐♥❛t❡s ❢r♦♠✳ ❆ ♣♦ss✐❜❧❡
s♦✉r❝❡ ❢♦r ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❧❛②❡r t❤✐❝❦♥❡ss❡s ♠✐❣❤t ❜❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s❛♠♣❧❡ ❛r❡❛s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❛t❛
✐s t❛❦❡♥✿ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❡♥t✐r❡ s❛♠♣❧❡ ✐s ✐❧❧✉♠✐♥❛t❡❞ ❜② t❤❡ ①✲r❛② ❜❡❛♠ ❞✉r✐♥❣ ❛♥ ❳❘❘ ❧❛❜♦r❛t♦r②
❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛♥❞ ❛❧s♦ ❜② t❤❡ ♥❡✉tr♦♥ ❜❡❛♠ ✐♥ ❛ P◆❘ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ t❤❡ ❜❡❛♠s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠ ❛t t❤❡
❙❡❝t♦r ✹ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ s②♥❝❤r♦tr♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐s s♦♠❡t❤✐♥❣ ❛❜♦✉t 1×1♠♠2✳ ■❢ t❤❡ ❜❡❛♠ ❞♦❡s ♥♦t
❤✐t t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐♥ t❤❡ ❡①❛❝t ❝❡♥t❡r✱ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t✐❡s ♠✐❣❤t r❡s✉❧t ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❛②❡r
t❤✐❝❦♥❡ss❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❜♦t❤ ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❣r♦✇♥ ❛t ✵✳✽♠❜❛r
s❡❡♠s t♦ ❜❡ ❛ ❜✐t t♦ ❤✐❣❤✱ t❤♦✉❣❤✱ t♦ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❥✉st ❜② t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t✐❡s✳
❆❢t❡r ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ❜❡st ❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛ ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡
s✐❣♥❛❧✱ t❤❡ ❳▼❈❉ s✐❣♥❛❧ ✐s ✜tt❡❞ ❜② ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts
❢♦r t❤❡ P▲❉ s❛♠♣❧❡ ✇✐t❤♦✉t ❊❇ ❡✛❡❝t ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✷✵✳ ❊①❝❡♣t s♦♠❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡
❡♥❡r❣② s❝❛♥ ❛t θ =✺ ➦✱ ❛ ✈❡r② ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐s
♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❆♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡ s❧✐❣❤t❧② s♠❛❧❧❡r ❧❛②❡r t❤✐❝❦♥❡ss❡s✱ t❤❡ s❛♠❡ r❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝
♣r♦✜❧❡ ✐s ❢♦✉♥❞ ❧✐❦❡ ✐♥ t❤❡ P◆❘ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✿ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ▲❙▼❖ ❧❛②❡r ✐s ♦r❞❡r❡❞ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝❛❧❧②✳
❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ P◆❘✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t ♣❡r ▼♥ ❛t♦♠ ✇❛s s❧✐❣❤t❧② s♠❛❧❧❡r t❤❛♥
t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✸✳✻✻µB✱ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❳❘▼❙ ❞❛t❛
♠❛t❝❤❡s t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡✳ ❖♥❧② ❛ t❤✐♥ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛♥❞ s✉r❢❛❝❡ ❧❛②❡r ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥
❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ s♠❛❧❧ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛♥❞ s✉r❢❛❝❡ r♦✉❣❤♥❡ss❡s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♦t❤❡r r❡✢❡❝t✐✈✐t②
♠❡t❤♦❞s✳
■♥ ❛ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r ✇❛②✱ t❤❡ ❳❘▼❙ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛❧s♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣r♦✜❧❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜②
P◆❘ ❢♦r t❤❡ ▲❙▼❖ s✐♥❣❧❡ ❧❛②❡r ❣r♦✇♥ ❜② ❍❙❉ ❛t ❛♥ ♦①②❣❡♥ ♣r❡ss✉r❡ ♦❢ ✵✳✽♠❜❛r ✭✜❣✉r❡ ✼✳✷✶✮✿
❛t t❤❡ ▲❙▼❖✴❙❚❖ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛ ✶✵➴ ❧❛②❡r ✇✐t❤ r❡❞✉❝❡❞ ♥❡t ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t ✐s ❞❡t❡❝t❡❞✳ ❆t
✜rst s✐❣❤t✱ t❤✐s s❡❡♠s t♦ ❜❡ ✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ P◆❘ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡
❧❛②❡r ❤❛s ❛ ③❡r♦ ♥❡t ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ r❡❞✉❝❡❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t ❝❛♥ ♥♦t ❜❡
❡①❝❧✉❞❡❞ ❜② t❤❡ P◆❘ ❞❛t❛ ❡✐t❤❡r✳ ■♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✷✷ ❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P◆❘ ❞❛t❛ ✐s s❤♦✇♥ ✇✐t❤ ❛
♠❛❣♥❡t✐❝ ♣r♦✜❧❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❳❘▼❙✳ ❇② s❧✐❣❤t❧② ❛❞❥✉st✐♥❣ t❤❡ r♦✉❣❤♥❡ss❡s ❛♥❞
◆❙❉✱ t❤✐s ②✐❡❧❞s ❛ s✐♠✐❧❛r ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ✭FOM ❢♦r ♥♦♥ ♠❛❣♥❡t✐❝
✐♥t❡r❢❛❝❡ ❧❛②❡r ✭✜❣✉r❡ ✼✳✶✺✭❛✮✮✿ ✻✳✻✹❀ FOM ❢♦r s❧✐❣❤t❧② ♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❧❛②❡r ✭✜❣✉r❡ ✼✳✷✷✮✿
✼✳✷✻✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❧❛②❡r ✐s ❧✐♠✐t❡❞ t♦ s♦♠❡ ✈❛❧✉❡
s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ❛ t❤✐r❞ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ▲❙▼❖ ❧❛②❡r✳ ❖t❤❡r✇✐s❡ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
❛♣♣r♦❛❝❤❡s t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r ❛ ❧❛②❡r ✇✐t❤ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ s❤♦✇♥ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❜❡❢♦r❡
✭✜❣✉r❡ ✼✳✶✺✭❜✮✮✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❣♦♦❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❳❘▼❙
❞❛t❛ ✇✐t❤ ❛ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝❛❧❧② ♥♦♥ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❧❛②❡r ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ❳❘▼❙ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
♣r♦✈❡ t♦ ❜❡ ✈❡r② s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ❡✈❡♥ s♠❛❧❧ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❛♥❞ ❛❧s♦ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣r♦✜❧❡
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♠❛❣♥❡t✐❝ ❛♥❞✴♦r ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ❆❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❦❡♣t ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs
♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❜❡st ✜t s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✷✶ ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♥❣❡s✳ ❛✮ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ ✺➴
t❤✐❝❦ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❧❛②❡r ❛♥❞ ✽✵➴ r❡st ❧❛②❡r ✭✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✶✵➴ ❛♥❞ ✼✺➴✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮✳ ❜✮ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ ✶✺➴
t❤✐❝❦ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❧❛②❡r ❛♥❞ ✼✵➴ r❡st ❧❛②❡r ✭✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✶✵➴ ❛♥❞ ✼✺➴✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮✳ ❝✮ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r ❛♥
▲❙▼❖ ❧❛②❡r ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✻✵✪ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❜✉❧❦ ✈❛❧✉❡✳ ❞✮ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥
❢♦r ❛ ✶✵➴ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❧❛②❡r ✇✐t❤ ♥♦ ♥❡t ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t✳
✼✸
✼ ❘❡s✉❧ts ❛♥❞ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ■✿ ▲❛✵✳✻✻❙r✵✳✸✸▼♥❖✸✲δ✴❙r❚✐❖✸
P◆❘✳ ❚❤✐s ❛❣❛✐♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❋♦r
t❤✐s s❛♠♣❧❡ ✭❈✉r✐❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ✺✼❑✮ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐s ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❞r❛st✐❝ ❞✉❡ t♦ t❤❡ s❤❛r♣
❞r♦♣ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t ❢r♦♠ ✻ t♦ ✸✵❑ ✭✜❣✉r❡ ✼✳✶✶✮✳
❙✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ P◆❘ ❛♥❞ ❳❘▼❙ r❡s✉❧ts
❚❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ▲❙▼❖ ❧❛②❡rs ♦❢ t❤❡ P◆❘ ❛♥❞ ❳❘▼❙ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s❛♠♣❧❡s
❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✼✳✹✳ ❋♦r t❤❡ P▲❉ ❜✐❧❛②❡r✱ P◆❘ ❛t ✻❑ ②✐❡❧❞s ❛ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❧❛②❡r
t❤✐❝❦♥❡ss✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✭✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❡rr♦r❜❛rs✮ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ▲❙▼❖ ❧❛②❡r t❤✐❝❦♥❡ss
❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❳❘❘✳ ❚❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❧❛②❡r t❤✐❝❦♥❡ss ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ P◆❘ ❞❛t❛✱ ❜✉t
❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ▲❙▼❖ ❧❛②❡r
✐s ♦r❞❡r❡❞ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝❛❧❧②✳ ❇② t❤❡ s❛♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❛ r❡❣✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❞r❛st✐❝❛❧❧② r❡❞✉❝❡❞
♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✇❛s ❞❡t❡❝t❡❞ ❢♦r t❤❡ t✇♦ s❛♠♣❧❡s ❣r♦✇♥ ❜② ❍❙❉ ❛t ✵✳✽ ❛♥❞ ✵✳✻♠❜❛r ❛t t❤❡
✐♥t❡r❢❛❝❡ t♦ t❤❡ ❙❚❖ s✉❜str❛t❡✳ ■t ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ❝❧❛r✐✜❡❞ ❜② P◆❘✱ ✇❤❡t❤❡r t❤✐s ✐♥t❡r❢❛❝❡ r❡❣✐♦♥
✐s ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝❛❧❧② ♥♦♥ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♦r ❡①❤✐❜✐ts ❛ s♠❛❧❧ ♥❡t ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t✳ ❚❤❡ ❳❘▼❙ ❞❛t❛
❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❤♦✇❡✈❡r ②✐❡❧❞s ❛ ♥♦♥ ③❡r♦ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ r❡❣✐♦♥ s♦♠❡✇❤❡r❡ ❛r♦✉♥❞
✷✵ t♦ ✸✵✪ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ▲❙▼❖ ❧❛②❡r✳ ❚❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡
✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦①②❣❡♥ ❞❡✜❝✐❡♥❝② ❢r♦♠ ✵➴ ❢♦r t❤❡ P▲❉ s❛♠♣❧❡ t♦ ❛❜♦✉t ✶✵➴ ❢♦r t❤❡
s✐♥❣❧❡ ❧❛②❡r ❣r♦✇♥ ❛t ✵✳✽♠❜❛r ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ✉♣ t♦ ✸✵➴ ❢♦r t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❣r♦✇♥ ❛t ✵✳✻♠❜❛r✳ ❆❧❧
♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✐✳❡✳ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❧❡♥❣t❤ ❞❡♥s✐t✐❡s ✭♦r ✐♥❞✐❝❡s ♦❢ r❡❢r❛❝t✐♦♥✮✱ r♦✉❣❤♥❡ss❡s ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝
♣r♦✜❧❡s✱ ❛r❡ ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❢♦r t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ t❤r❡❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ❳❘❘✱
P◆❘ ❛♥❞ ❳❘▼❙✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ✐s t❤❡ s❧✐❣❤t❧② s♠❛❧❧❡r ❧❛②❡r t❤✐❝❦♥❡ss❡s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜②
❳❘▼❙✳ ❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❧❛②❡r ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t✐❡s ❛r❡ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✳
❚❛❜❧❡ ✼✳✹✿ ❙✉♠♠❛r② ♦❢ ❛❧❧ r❡✢❡❝t✐✈✐t② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❢♦r t❤❡ ✜t ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ▲❙▼❖ ❧❛②❡rs✳ ❚❤❡
P◆❘ r❡s✉❧ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛t ✺❑✳ σlsmo ❣✐✈❡s t❤❡ r♠s✲r♦✉❣❤♥❡ss❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❳❘❘
❛♥❞ P◆❘✳ ❋♦r ❳❘▼❙ ✐♥st❡❛❞ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦r ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❧❛②❡r ✐s ❧✐st❡❞✳ dlsmo ✐s t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧
❧❛②❡r t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ ▲❙▼❖ ❧❛②❡r✱ ❚❤❡ ✐♥❞❡① fm r❡❢❡rs t♦ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♣❛rt ♦❢ t❤❡
▲❙▼❖ ❧❛②❡rs✱ nm t♦ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ str♦♥❣❧② r❡❞✉❝❡❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t✳ d ❛r❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❧❛②❡r
t❤✐❝❦♥❡ss❡s ❛♥❞ m t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t ♣❡r ▼♥ ❛t♦♠✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ♦♥❡s ❛r❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ t❤❡
♠❛①✐♠✉♠ ❡①♣❡❝t❡❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ mth =✸✳✻✻µB ♣❡r ▼♥ ❛t♦♠✳ ▲✐❦❡ ❢♦r ❳❘❘✱ t❤❡ ❋❖▼ ♦❢ t❤❡ P◆❘
✜ts ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❢♦r♠✉❧❛ ✭✼✳✶✮✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❳❘▼❙ ❞❛t❛ ❤❛s ♦♥❧② ❜❡❡♥ s✐♠✉❧❛t❡❞✱ ❜✉t ♥♦t ✜tt❡❞✱ ❛ ❋❖▼ ✐s
♥♦t ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳ ❋♦r ❛❧❧ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs s❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐①✱ s❡❝t✐♦♥ ❆✳
P▲❉ ✵✳✽♠❜❛r ✵✳✻♠❜❛r
❳❘❘ P◆❘ ❳❘▼❙ ❳❘❘ P◆❘ ❳❘▼❙ ❳❘❘ P◆❘ ❳❘▼❙
σlsmo❬➴❪ ✷✭✺✮ ✻✭✻✮ ✽✭✹✮ ✶✻✭✷✮ ✶✺✭✷✮ ✶✷✭✸✮ ✷✶✭✸✮ ✶✼✭✸✮ ✶✹✭✸✮
dlsmo❬➴❪ ✽✺✭✷✮ ✲ ✼✻✭✷✮ ✶✵✺✭✶✮ ✲ ✾✶✭✷✮ ✶✼✼✭✷✮ ✲ ✶✻✸✭✸✮
dfm❬➴❪ ✲ ✽✻✭✸✮ ✼✻✭✷✮ ✲ ✾✺✭✹✮ ✼✺✭✷✮ ✲ ✶✹✵✭✶✵✮ ✶✷✻✭✺✮
mfm/mth ✲ ✵✳✾✶✭✻✮ ✶✳✵✭✹✮ ✲ ✵✳✼✶✭✺✮ ✵✳✻✵✭✹✮ ✲ ✵✳✷✸✭✸✮ ✵✳✵✽✭✸✮
dnm❬➴❪ ✲ ✲✶✭✹✮ ✵✭✷✮ ✲ ✶✵✭✺✮ ✶✵✭✷✮ ✲ ✸✼✭✶✷✮ ✸✵✭✺✮
mnm/mth ✲ ✲ ✲ ✲ ✵✳✶✺✭✷✮ ✵✳✷✵✭✸✮ ✲ ✵✳✵✹✭✺✮ ✵✳✵✷✭✷✮
FOM
❬10−3❪
✵✳✻✻ ✶✶✳✸ ✲ ✷✳✻✾ ✻✳✻✹ ✲ ✷✳✾✸ ✽✷✳✶ ✲
❖♥ ❜❡❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ❳❘▼❙ ❞❛t❛ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✱ ♦♥❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❢❛❝t ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ r❡♠✐♥❞❡❞✿ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞
❜❡❢♦r❡✱ ❢♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥❞✐❝❡s ♦❢ r❡❢r❛❝t✐♦♥ n(E) ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t♦✲♦♣t✐❝❛❧ ❝♦♥st❛♥ts Q(E) ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❛ ▲❙▼❖ ✑st❛♥❞❛r❞ s❛♠♣❧❡✏✱ ❛ ✻✵ ♥♠ t❤✐❝❦ ▲❙▼❖
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❙❚❖ ❙✉❜str❛t❡
❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✹✿ ❳▼❈❉ s✐❣♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ▲❙▼❖ s✐♥❣❧❡ ❧❛②❡r ❣r♦✇♥ ❜② ❍❙❉ ❛t ✵✳✻♠❜❛r ❢♦r ❛❧❧ t❤r❡❡ ✐♥❝✐❞❡♥t
❛♥❣❧❡s t❛❦❡♥ ❛t ✸✵❑ ✐♥ ❛ ✜❡❧❞ ♦❢ ✵✳✵✺❚✳ ❚❤❡ s❧❛❜ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❢♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐s s❤♦✇♥
✐♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠ r✐❣❤t✳ ❚❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss❡s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t✐✈✐t② ❞❛t❛✳
❚❤❡ ❛rr♦✇ ✐♥❞✐❝❛t❡s ❛ ❧❛②❡r ✇✐t❤ ♥♦♥ ③❡r♦ ♠❛❣♥❡t✐❝ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❧❡♥❣t❤ ❞❡♥s✐t②✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r t♦ t❤❡
r✐❣❤t ❣✐✈❡s t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡✳ ❉❡t❛✐❧❡❞ r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✼✳✹✳
✼✺
✼ ❘❡s✉❧ts ❛♥❞ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ■✿ ▲❛✵✳✻✻❙r✵✳✸✸▼♥❖✸✲δ✴❙r❚✐❖✸
✜❧♠✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❞❡t❛✐❧❡❞ st✉❞② ♦♥ ❤♦✇ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r n(E) ❛♥❞ Q(E) ❝❤❛♥❣❡ ✇✐t❤ t❤❡
♦①②❣❡♥ ❧❡✈❡❧ ✐♥ ❛ ▲❙▼❖ ✜❧♠✱ ✐t ✐s ♥♦t ❝❧❡❛r t♦ ✇❤❛t ❡①t❡♥❞ ✐t ✐s ✈❛❧✐❞ t♦ ✉s❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡
st❛♥❞❛r❞ s❛♠♣❧❡ ❢♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♦①②❣❡♥ ❞❡✜❝✐❡♥t ❧❛②❡rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❡①tr❛❝t✐♥❣ ♦①②❣❡♥
❢r♦♠ ❛ ▲❙▼❖ ❧❛②❡r ❜❛s✐❝❛❧❧② ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ❡✛❡❝t ❧✐❦❡ ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ▲❛✴❙r r❛t✐♦ t♦ t❤❡ ▲❛ r✐❝❤
❞✐r❡❝t✐♦♥✿ ❚❤❡ ▼♥4+✴▼♥3+ r❛t✐♦ ❣❡ts s♠❛❧❧❡r✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s ♦①②❣❡♥ ❞❡✜❝✐❡♥t ▲❛✵✳✻✻❙r✵✳✸✸▼♥❖✸✲δ
❝❛♥ ❜❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ▼♥4+✴▼♥3+ r❛t✐♦ ✲ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡ s❛♠❡ ❳▼❈❉ s✐❣♥❛❧ ✲ ❧✐❦❡ ❛
❢✉❧❧② ♦①✐❞✐③❡❞ ▲❛✶✲①❙r①▼♥❖✸ ✇✐t❤ ❛ ▲❛✴❙r r❛t✐♦ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✷✳ ❚❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❙r ❞♦♣✐♥❣ x
❛♥❞ t❤❡ ♦①②❣❡♥ ❞❡✜❝✐❡♥❝② δ ♦♥ t❤❡ ▼♥4+✴▼♥3+ r❛t✐♦ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧② ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❝❤❡♠✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛ ✭♦①②❣❡♥ ✈❛❝❛♥❝② ♠♦❞❡❧ ❬✶✶✸✱✶✶✹❪✮✿
▲❛1−x❙rx▼♥3+1−x+2δ▼♥
4+
x−2δ❖3−δ ✭✼✳✷✮
❙✐♥❝❡ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ❙r ❞♦♣✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞❡① ♦❢ r❡❢r❛❝t✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ LII ❛♥❞ LIII ❤❛s
❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ ✈❡r② s♠❛❧❧ ❬✶✶✺❪✱ t❤❡ ✉s❡❞ n(E) ❛♥❞ Q(E) ✈❛❧✉❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❛
✈❡r② ❣♦♦❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ tr✉❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s❛♠♣❧❡s ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳ ■♥
❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❳❘▼❙ ❞❛t❛ ②✐❡❧❞ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ P◆❘ ❞❛t❛ ❝❛♥ ❜❡
t❛❦❡♥ ❛s ❛♥ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ n(E) ❛♥❞ Q(E) ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ s❛♠♣❧❡ ❛r❡ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡
tr✉❡ ✈❛❧✉❡s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❡①♣❡❝t t❤❛t s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ✜tt✐♥❣ ♦❢ ❞❛t❛ ❢♦r t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t
❛♥❣❧❡s ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ ✇✐t❤ ✑✇r♦♥❣✏ n(E) ❛♥❞ Q(E) ✈❛❧✉❡s✳ ❙♦ ✐♥ t♦t❛❧ t❤❡r❡ ✐s str♦♥❣ ❡✈✐❞❡♥❝❡
t❤❛t ✐t ✐s ❥✉st✐✜❡❞ t♦ ✉s❡ t❤❡ ✐♥❞✐❝❡s ♦❢ r❡❢r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t♦ ♦♣t✐❝❛❧ ❝♦♥st❛♥ts ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢r♦♠
t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ▲❙▼❖ s❛♠♣❧❡ ❢♦r t❤❡ s❛♠♣❧❡s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✺✿ ❙tr❛✐♥ ✈s✳ ❞♦♣✐♥❣ ♣❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ ▲❙▼❖✳ ❚❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❞♦♣✐♥❣ r❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥
x = 0.2 ❛♥❞ x = 0.6 ✐s t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❬✶✶✻❪ ❛♥❞ ❬✻✸❪✳ ❚❤❡ ♣❤❛s❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❜❡t✇❡❡♥ ❋▼ ❛♥❞ ❆✲❆❋▼
r❡❣✐♦♥ ❢♦r ❛ ❞♦♣✐♥❣ ❧❡✈❡❧ s♠❛❧❧❡r t❤❡♥ ✵✳✷ ✐s ❛♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦r r❛t❤❡r ❛♥ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧❛st
❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ♣♦✐♥t ✐♥ ❬✶✶✻❪ ❢♦r ①❂✵✳✷ ❛♥❞ t❤❡ ❦♥♦✇♥ ❢❛❝t✱ t❤❛t ❜✉❧❦ ▲❙▼❖ ✇✐t❤ ①❂✵✳✶ ❡①❤✐❜✐ts t❤❡ ❆✲❆❋▼
str✉❝t✉r❡ ❬✺✷❪✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❞♦♣✐♥❣ ❧❡✈❡❧ ✐s ❦❡♣t ❛t ✵✳✸✸ ❢♦r t❤❡ s❛♠♣❧❡s ✉♥❞❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥✱ ♦♥❡ ❝❛♥
st✐❧❧ ✑♠♦✈❡✏ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠ ❜② ♦①②❣❡♥ ❞❡✜❝✐❡♥❝✐❡s ✭❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❢♦r♠✉❧❛ ✭✼✳✷✮✮ ❛♥❞ str❛✐♥
❛♥❞ r❡❛❝❤ t❤❡ ❆✲❆❋▼ r❡❣✐♦♥✳ ❚❤❡ δ ✈❛❧✉❡s ❣✐✈❡ t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ♦①②❣❡♥ ❞❡✜❝✐❡♥❝② t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ s❛♠❡
▼♥4+✴▼♥3+ r❛t✐♦ ❛s ❛ ❢✉❧❧② ♦①②❣❡♥❛t❡❞ ▲❙▼❖ ✇✐t❤ ❛ ❞♦♣✐♥❣ ❧❡✈❡❧ ❛t t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣♦s✐t✐♦♥✳
✼✻
✼✳✹ P♦ss✐❜❧❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❊❇ ❡✛❡❝t ✐♥ t❤❡ ▲❙▼❖✴❙❚❖ t❤✐♥ ✜❧♠ s②st❡♠
✼✳✹ P♦ss✐❜❧❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❊❇ ❡✛❡❝t ✐♥ t❤❡ ▲❙▼❖✴❙❚❖ t❤✐♥ ✜❧♠
s②st❡♠
❆❢t❡r t❤❡ ❞❛t❛ ❛♥❛❧②s✐s✱ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♥♦✇ r❡♠❛✐♥s✱ ❤♦✇ ❛♥ ❊❇ ❡✛❡❝t ❝❛♥ ❜❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡
▲❙▼❖✴❙❚❖ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ s❝❛t✲
t❡r✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✿ ❋✐rst ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❊❇ ❡✛❡❝t
✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t ❛ s♦♠❡❤♦✇ ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝❛❧❧② ♦r❞❡r❡❞ r❡❣✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥
t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❝♦✉♣❧❡❞ t♦ t❤❡ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ▲❙▼❖✳ ❇♦t❤✱ t❤❡ P◆❘ ❛♥❞ ❳❘▼❙ ♠❡❛s✉r❡✲
♠❡♥ts r❡✈❡❛❧ ❛ ✲ ✐❢ ♥♦t ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ✲ ❛t ❧❡❛st ❞r❛st✐❝❛❧❧② r❡❞✉❝❡❞ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ▲❙▼❖ ❧❛②❡r
❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ t♦ t❤❡ ❙❚❖ s✉❜str❛t❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ❡①❤✐❜✐t✐♥❣ t❤❡ ❊❇ ❡✛❡❝t✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ❝❛♥ ♥♦t
r❡s♦❧✈❡ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦♥ ❛♥ ❛t♦♠✐❝ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡ ✇✐t❤ ❣r❛③✐♥❣ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ s❝❛tt❡r✐♥❣✱ ✐t ✐s
✈❡r② ❧✐❦❡❧② t❤❛t t❤✐s ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝❛❧❧② ♥♦♥♠❛❣♥❡t✐❝ r❡❣✐♦♥ ✐s ✐♥ ❢❛❝t ♦r❞❡r❡❞ ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝❛❧❧②✳
❙✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t✐❡s ♣r❡s❡♥t ✐♥ ♦①②❣❡♥ ❞❡✜❝✐❡♥t ▲❙▼❖ ❧❛②❡rs ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡
s♠❛❧❧ ♥❡t ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② s♠❛❧❧ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❣r❛✐♥s ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡
r❡❣✐♦♥✳ ❚❤❡ ❊❇ ❡✛❡❝t t❤❡♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛✉s❡❞ ❜② ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✭♠♦st❧②✮ ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝❛❧②
♦r❞❡r❡❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡ r❡❣✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ▲❙▼❖ ❧❛②❡r✳ ❚❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡
❊❇ ❡✛❡❝t ✐♥ ♦✉r s❛♠♣❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❜② ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡ str❛✐♥✲❞♦♣✐♥❣ ♣❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢
▲❙▼❖ ✭✜❣✉r❡ ✼✳✷✺✮✳ ■♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❡①♣❡❝t t❤❛t t❤❡ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ▲❙▼❖
✐ts❡❧❢ ✐s t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ❢♦r t❤❡ ❊❇ ❡✛❡❝t✿ s✐♥❝❡ t❤❡ ❡①❛❝t ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♦①②❣❡♥ ❞❡✜❝✐❡♥t
▲❙▼❖ ✐s ♥♦t ❢✉❧❧② ❝❧❛r✐✜❡❞✱ ❜✉t ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ ✑♠❛❣♥❡t✐❝❛❧❧② ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s✏✱ ❡✈❡♥ ✐♥ t❤✐s ♣❛rt
♦❢ t❤❡ ▲❙▼❖ ❧❛②❡r ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ r❡❣✐♦♥s ✭❣r❛✐♥s✮ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♣r❡s❡♥t ❝❛✉s✐♥❣ ❛♥ ❊❇ ❜② ❝♦✉♣❧✐♥❣
t♦ t❤❡ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝❛❧❧② ♦r❞❡r❡❞ r❡❣✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ t❤✐s ✇❛s t❤❡ ❝❛s❡✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s❡❡♥
♣r❡✈✐♦✉s❧② ✐♥ ♦①②❣❡♥ ❞❡✜❝✐❡♥t ❜✉❧❦ ▲❙▼❖✳ ■t t❤❡r❡❢♦r❡ ✐s ✈❡r② ❧✐❦❡❧② t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ r❡❣✐♦♥
❝❛✉s❡s t❤❡ ❊❇ ❡✛❡❝t ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♦r❞❡r ✐s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛rt ♦❢
t❤❡ ▲❙▼❖ ❧❛②❡r✳
❆♥ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♦r❞❡r ♦❢ ▲❙▼❖ ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ t♦ ❙❚❖
❝❛♥ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ str❛✐♥ ✈❡rs✉s ❞♦♣✐♥❣ ❧❡✈❡❧ ♣❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠ ♣r♦♣♦s❡❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ❜② ❋❛♥❣
❡t ❛❧✳ ❬✶✶✻❪ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❜② ❑♦♥✐s❤✐ ❡t ❛❧✳ ❬✻✸❪✳ ❚❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ❜② ①✲
r❛②✲s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛♥❞ ❛❧s♦ t❤❡ ❱❙▼ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❝❧❡❛r❧② ✐♥❞✐❝❛t❡ ♦①②❣❡♥ ❞❡✜❝✐❡♥❝✐❡s ✐♥ t❤❡ ▲❙▼❖
❧❛②❡r✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡ ✇❡ ❝❛♥ ❛❞❥✉st t❤❡ ♦①②❣❡♥ ❝♦♥t❡♥t ❜② ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ♦①②❣❡♥ ♣r❡ss✉r❡✳ ❊✛❡❝t✐✈❡❧②
t❤✐s ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ s❛♠❡ r❡s✉❧t ❧✐❦❡ ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ▲❛✴❙r r❛t✐♦ t♦ ❛ ❧♦✇❡r ❙r ❝♦♥t❡♥t ✐♥ t❤❡ ▲❙▼❖
❧❛②❡r✿ ❚❤❡ ▼♥✹✰ ❝♦♥t❡♥t ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ❝❛rr✐❡r ❞❡♥s✐t② ✐s ❞❡❝r❡❛s❡❞✱ ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ s❤✐❢t
✐♥ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✷✺ t♦ t❤❡ ❧❡❢t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❢♦r♠✉❧❛ ✭✼✳✷✮ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ① ♠✐❣❤t
st✐❧❧ ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ ✵✳✸✸✳ ❚❤✐s ❛❧♦♥❡ s❡❡♠s ♥♦t t♦ ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t ✐♥ ♦✉r s❛♠♣❧❡s t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ❆❋▼
r❡❣✐♦♥✱ ❛s ✇❡ st✐❧❧ s❡❡ ❛ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♦r❞❡r ❢♦r t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ t❤❡ ▲❙▼❖ ❧❛②❡r✳ ❇✉t ❛t t❤❡
✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❝❤❛r❣❡ ❝❛rr✐❡r ❞❡♥s✐t② ✇❡ ❛❧s♦ ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ str❛✐♥
♠❡❞✐❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❙❚❖ s✉❜str❛t❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛ s❤✐❢t ✐♥ t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠ ❞♦✇♥✇❛r❞s✳ ❚♦
t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♠② ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♥♦r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡♣♦rts ♦♥ ❛
str❛✐♥ ♣❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠ ❢♦r ❞♦♣✐♥❣ ❧❡✈❡❧s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ✵✳✷✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤✐s ♣r♦❜❛❜❧② ✐s✱ t❤❛t
t❤❡ ❜✉❧❦ ♣❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠ ❛❧r❡❛❞② ❜❡❝♦♠❡s ✈❡r② ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❢♦r t❤❡s❡ ❞♦♣✐♥❣ ❧❡✈❡❧s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s
✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ❢♦r ❜✉❧❦ ▲❙▼❖ t❤❛t ❢♦r ❞♦♣✐♥❣ ❧❡✈❡❧s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ✵✳✶✻ t❤❡ ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❆✲t②♣❡
str✉❝t✉r❡ ✭❆✲❆❋▼✮ ✐s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❬✺✷❪✳ ❇② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✭❛♥❞
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✮ ❢♦r ❧❛r❣❡r ❞♦♣✐♥❣ ❧❡✈❡❧s✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠ ❜❡t✇❡❡♥
x = 0.1 ❛♥❞ ✵✳✷ ❧♦♦❦s s♦♠❡t❤✐♥❣ ❧✐❦❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✷✺✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♦①②❣❡♥
❞❡✜❝✐❡♥❝② ❛♥❞ ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ str❛✐♥ ❝❛♥ r❡s✉❧t ✐♥ ❛♥ ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♦r❞❡r ❛t t❤❡ ❙❚❖ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳
❆❢t❡r r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❛ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♦r❞❡r ✐s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ❧❛②❡r✳ ❚❤✐s ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥
❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ✈❛❧✐❞✱ ✐❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ❡①❤✐❜✐t✐♥❣ ❛♥ ❊❇ ❡✛❡❝t ❤❛✈❡ ❛ ♦①②❣❡♥ ❞❡✜❝✐❡♥❝② ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤
t♦ r❡s✉❧t ✐♥ ❛ ▼♥4+✴▼♥3+ r❛t✐♦ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ✵✳✷✺ ✭✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❙r ❞♦♣✐♥❣ ♦❢ ①❂✵✳✷ ❢♦r
❢✉❧❧② ♦①②❞✐③❡❞ ▲❙▼❖✮✱ ❛s ❢♦r ❧❛r❣❡r ▼♥4+✴▼♥3+ r❛t✐♦s ❛ ❜✐❣❣❡r str❛✐♥ t❤❛♥ ❢♦r t❤❡ ❢✉❧❧② ♦①✐❞✐③❡❞
✼✼
✼ ❘❡s✉❧ts ❛♥❞ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ■✿ ▲❛✵✳✻✻❙r✵✳✸✸▼♥❖✸✲δ✴❙r❚✐❖✸
▲❙▼❖ ✇✐t❤ ①❂✵✳✸✸ ✐s ♥❡❡❞❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ❆✲❆❋▼ ♣❤❛s❡ ✭s❡❡ ♣❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠ ❜❡t✇❡❡♥
①❂✵✳✷ ❛♥❞ ①❂✵✳✸✸✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❢♦r♠✉❧❛ ✭✼✳✷✮ ❛♥ ♦①②❣❡♥ ❞❡✜❝✐❡♥❝② ❧❛r❣❡r t❤❛♥
δ =✵✳✵✼ ✐s ♥❡❡❞❡❞✳ ❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❧❛②❡r ❣❡ts t❤✐❝❦❡r ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦①②❣❡♥
❞❡✜❝✐❡♥❝✐❡s ❛❧s♦ s✉♣♣♦rts t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ♦①②❣❡♥ ❞❡✜❝✐❡♥❝✐❡s ❛r❡ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥
δ =✵✳✵✼ ❛♥❞ ✵✳✶✿ ✐♥ t❤✐s r❡❣✐♦♥ ❛ s❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r ♦①②❣❡♥ ❞❡✜❝✐❡♥❝✐❡s ♥❡❡❞ ❛ s♠❛❧❧❡r str❛✐♥ t♦
r❡❛❝❤ t❤❡ ❆❋▼ ♣❤❛s❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ r❡❣✐♦♥ ❛t ❛ ❝❡rt❛✐♥ str❛✐♥ t❤❛t ✐s ♦r❞❡r❡❞ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝❛❧❧② ✐♥
t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❣r♦✇♥ ❛t ✵✳✽♠❜❛r ♠✐❣❤t ❜❡ ♦r❞❡r❡❞ ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝❛❧❧② ❛t t❤❡ s❛♠❡ str❛✐♥ ✐♥ t❤❡
s❛♠♣❧❡ ❣r♦✇♥ ❛t ✵✳✻♠❜❛r ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡r ♦①②❣❡♥ ❞❡✜❝✐❡♥❝②✳ ❚❤❡r❡❜②✱ ❢♦r t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❣r♦✇♥ ❛t
✵✳✻♠❜❛r ❛ ❜✐❣❣❡r r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✐s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❡♥❞ ✉♣ ✐♥ t❤❡ ❋▼ r❡❣✐♦♥✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ t❤✐❝❦❡r ❆❋▼
❧❛②❡r✳
❚♦ ✜♥❛❧❧② ♣r♦♦❢ t❤✐s ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✱ ❛ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐♥ t❤❡
s❛♠♣❧❡s ❛♥❞ ♦♥ ✇❤✐❝❤ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡ ✐t ♦❝❝✉rs ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❞♦♥❡✳ ❙♦♠❡ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ str❛✐♥
r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ①✲r❛② ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ❞❛t❛ ❛♥❞ ❛t ❧❡❛st ❢♦r t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❧❛②❡r
❣r♦✇♥ ❛t ✵✳✻♠❜❛r t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ str❛✐♥❡❞ r❡❣✐♦♥ ✐s ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❆❋▼
r❡❣✐♦♥ ✭❛❜♦✉t ✸✵ t♦ ✹✵➴✮✳ ❆♥♦t❤❡r ✇❛② ♦❢ ♣r♦✈✐♥❣ ♦✉r ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥
♦❢ ♠✉❧t✐❧❛②❡rs ❜② ♥❡✉tr♦♥ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥✿ ▼❛❣♥❡t✐❝ r❡✢❡❝t✐♦♥s ❝❛✉s❡❞ ❜② ❛♥ ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♦r❞❡r
❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❜② t❤✐s ♠❡t❤♦❞✳ ◆❡✉tr♦♥ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ s❛♠♣❧❡s ❞✐s❝✉ss❡❞
❤❡r❡✱ ❛s t❤❡ ❞✐✛r❛❝t❡❞ ✐♥t❡♥s✐t② ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦♦ s♠❛❧❧✳ ❋♦r t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❛♥❞ ❜✐❧❛②❡rs ❞✐❝✉ss❡❞ ✐♥
t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ❳✲r❛② ▼❛❣♥❡t✐❝ ▲✐♥❡❛r ❉✐❝❤r♦✐s♠ ✭❳▼▲❉✮ ✐s ❛ ♣r♦♠✐s✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡
❳▼▲❉ s✐❣♥❛❧ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ sq✉❛r❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥ts✱ ♦♥❡ ✐s ❛❧s♦ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦
❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡s✳ ❇② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❳▼❈❉ ❛♥❞ ❳▼▲❉ ❞❛t❛✱ ✐t ♠✐❣❤t ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦
❞❡❞✉❝❡ t❤❡ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❳▼▲❉ s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❳▼▲❉ s✐❣♥❛❧ ❝❛✉s❡❞
❜② ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐ r❡❣✐♦♥s ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡s✳ ❇② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥ r❡✢❡❝t♦♠❡tr②
❣❡♦♠❡tr② ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ❛❣❛✐♥ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣r♦✜❧❡ ✲ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝
r❡❣✐♦♥s ✲ ❞❡♣t❤ ❞❡♣❡♥❞❡♥t✳
✼✽
✽ ❘❡s✉❧ts ❛♥❞ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ■■✿
▲❛✵✳✺❙r✵✳✺▼♥❖✸✴❇❛❚✐❖✸
✽✳✶ Pr❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ st♦✐❝❤✐♦♠❡tr✐❝ ❛♥❞ ❡♣✐t❛①✐❛❧ ▲❙▼❖✴❇❚❖
❜✐❧❛②❡rs ❜② ❖▼❇❊
▲❛✵✳✺❙r✵✳✺▼♥❖✸✴❇❛❚✐❖✸ ❜✐❧❛②❡rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r❡♣❛r❡❞ ❜② ❖▼❇❊ ♦♥ ♠♦♥♦❝r②st❛❧❧✐♥❡ ✭✵✵✶✮ ♦r✐✲
❡♥t❡❞ ❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ◆❜ ❞♦♣❡❞ ❙r❚✐❖✸ s✉❜str❛t❡s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❈r②st❡❝ ✭❞♦♣✐♥❣ ❧❡✈❡❧ ✷ ❛t✪✮✳ ❚❤❡
s✉❜str❛t❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❧❡❛♥❡❞ ✜rst ✐♥ ❛❝❡t♦♥❡✱ t❤❡♥ ✐♥ ✐s♦✲♣r♦♣❛♥♦❧ ❛♥❞ t❤❡♥ ✐♥ ❞❡✐♦♥✐③❡❞ ✇❛t❡r✳
❆❢t❡r t❤❛t t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❧❡❛♥❡❞ ❜② ♣✉tt✐♥❣ t❤❡ s✉❜str❛t❡s ✐♥ ❜✉✛❡r❡❞ ❤②❞r♦✢✉♦r✐❝ ✭❍❋✮
❛❝✐❞ ✭✶✵ ◆❍✹❋✿✶ ❍❋✮ ❢♦r ✷✺ s❡❝✳ ❇② t❤✐s ♣r♦❝❡ss ♥♦t ♦♥❧② t❤❡ ♦r❣❛♥✐❝ r❡s✐❞✉❡s ❛r❡ r❡♠♦✈❡❞✱
❜✉t ❛❧s♦ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❣❡ts ❚✐❖✷ t❡r♠✐♥❛t❡❞✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❡t❝❤✐♥❣ ♣r♦❝❡ss r❡♠♦✈❡s ❛❧❧ ❙r❖ ❢r♦♠ t❤❡
s✉r❢❛❝❡ ❬✶✶✼❪✳ ❚❤❡ ❝❧❡❛♥ s✉❜str❛t❡ ✐s ✜rst ❛♥♥❡❛❧❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ ❝❤❛♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ❖▼❇❊
❞❡✈✐❝❡ t♦ ✹✵✵ ➦❈ ❜❡❢♦r❡ tr❛♥s❢❡rr✐♥❣ ✐t t♦ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝❤❛♠❜❡r✳ ■♥ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝❤❛♠❜❡r ❛ ❜❛s❡ ♣r❡ss✉r❡
✐♥ t❤❡ ❧♦✇ ✶✵✲✾♠❜❛r r❡❣✐♦♥ ✐s r❡❛❝❤❡❞ ❢♦r ❛❧❧ s❛♠♣❧❡s✳ ❖③♦♥❡ ✐s ❞✐st✐❧❧❡❞ ❢r♦♠ ❛ ♦③♦♥❡✲♦①②❣❡♥
♠✐①t✉r❡ ❝r❡❛t❡❞ ❜② ❛♥ ♦③♦♥❡ ❣❡♥❡r❛t♦r✳ Pr✐♦r t♦ t❤❡ r❛t❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✜❧♠ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥✱
t❤❡ ♣✉r❡ ♦③♦♥❡ ✐s ❞❡❧✐✈❡r❡❞ t♦ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝❤❛♠❜❡r ❢r♦♠ ❛ ✇❛t❡r ❝♦♦❧❡❞ ♥♦③③❧❡ ♣♦✐♥t✐♥❣ ❛t t❤❡ s✉❜✲
str❛t❡✳ ❆ ❝♦♥st❛♥t ♦③♦♥❡ ♣r❡ss✉r❡ ♦❢ 2.0 · 10✲✻♠❜❛r ✐s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❛t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳
❇❡❢♦r❡ t❤❡ ❧❛②❡r ❞❡♣♦s✐t✐♦♥✱ t❤❡ r❛t❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ❡✛✉s✐♦♥ ❝❡❧❧ ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r ♦♥❡ ♠❛t❡r✐❛❧✱ ❡✳❣✳ ▲❛✱ ❙r
❛♥❞ ▼♥ ❢♦r ▲❙▼❖✱ ✐s ♠♦♥✐t♦r❡❞ ❢♦r ✷✵ ♠✐♥✉t❡s ❜② t❤❡ ◗❈▼ ♦♥❡ ❛❢t❡r ❛♥♦t❤❡r ✭✜❣✉r❡ ✽✳✶✮✳ ❇②
s✉❜tr❛❝t✐♥❣ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❧❡✈❡❧ ♠❡❛s✉r❡❞ ✇✐t❤ ❛❧❧ s❤✉tt❡rs ❝❧♦s❡❞✱ t❤❡ tr✉❡ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ r❛t❡s ❛r❡
❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ ✐t ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts✱ ❤♦✇
❧♦♥❣ ✐t t❛❦❡s t♦ ❣❡t ❡♥♦✉❣❤ ♠❛t❡r✐❛❧ ❢♦r ♦♥❡ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✱ ✇❤✐❝❤ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡♣♦s✐t❡❞✳
❙✐♥❝❡ t❤❡ r❛t❡s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♠♦♥✐t♦r❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❣r♦✇t❤ ✲ t❤❡ ◗❈▼ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❞r✐✈❡♥ ♦✉t ♦❢
♣♦s✐t✐♦♥ t♦ ❣✐✈❡ r♦♦♠ ❢♦r t❤❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t♦r ✇✐t❤ t❤❡ s✉❜str❛t❡ ✲✱ t❤❡ ❡rr♦r ♦♥ t❤❡ st♦✐❝❤✐♦♠❡tr②
♦❢ t❤❡ ❞❡♣♦s✐t❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ r❛t❡s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤✐s
❡rr♦r✱ t❤❡ r❛t❡ ❢♦r t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❧❡❛st st❛❜❧❡ ❡✛✉s✐♦♥ ✐s t❛❦❡♥ ❧❛st t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ t✐♠❡
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥✳ ❆❢t❡r t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ r❛t❡s✱
t❤❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t♦r ✐s ❞r✐✈❡♥ t♦ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ s✉❜str❛t❡ ✐s ❤❡❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ✻✺✵ ➦❈✳ ❚②♣✐❝❛❧❧②✱ ✸✵ ♠✐♥✉t❡s ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ ❛❢t❡r ✜♥✐s❤✐♥❣ t❤❡ r❛t❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥
t♦ st❛rt t❤❡ ❣r♦✇t❤✳ ❚❤❡ s✉❜str❛t❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② ❛ ♣②r♦♠❡t❡r ✇✐t❤ ❡♠✐ss✐✈✐t②
❝♦rr❡❝t✐♦♥✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ❣r♦✇t❤✱ t❤❡ s❤✉tt❡rs ❢♦r t❤❡ ❡✛✉s✐♦♥ ❝❡❧❧s ❛r❡ ♦♣❡♥❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧② t♦ t❤❡
s♣✉tt❡r r❛t❡s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ◗❈▼ t♦ ♦❜t❛✐♥ ♦♥❡ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ♦❢ t❤❡ ❧❛②❡r ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❚②♣✐❝❛❧ s❤✉t✲
t❡r ♦♣❡♥✐♥❣ t✐♠❡s ❛r❡ ✹✵ t♦ ✻✵ s❡❝✳ ❇❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ❛♥ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ st❡♣ ♦❢ ✸✵ s❡❝ ✐s ✐♥s❡rt❡❞
t♦ ❛❧❧♦✇ t❤❡ ❞❡♣♦s✐t❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧ t♦ s❡tt❧❡ ❛♥❞ ❢♦r♠ ❛ s♠♦♦t❤ s✉r❢❛❝❡✳ ❆❢t❡r t❤❡ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ t❤❡
s❛♠♣❧❡ ✐s ❝♦♦❧❡❞ ❞♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ♦③♦♥❡ ❛t♠♦s♣❤❡r❡ t♦ ❛✈♦✐❞ ♦①②❣❡♥ ❞❡✜❝✐❡♥❝✐❡s✳ ❆❢t❡r✇❛r❞s t❤❡ r❛t❡s
♦❢ ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t ❛r❡ t❛❦❡♥ ❛❣❛✐♥ t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❡✛✉s✐♦♥ ❝❡❧❧s✱ t❤✐s t✐♠❡ ✐♥ ♦♣♣♦s✐t❡
♦r❞❡r t❤❛♥ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❧❡❛st st❛❜❧❡ ❡✛✉s✐♦♥ ❝❡❧❧ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ✜rst✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡
s❛♠♣❧❡ ❝♦♦❧✐♥❣ t❛❦❡s ❧♦♥❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ❤❡❛t✐♥❣✱ t❤❡ r❛t❡s ❝❛♥ ❜❡ t❛❦❡♥ ❛❣❛✐♥ ❛❜♦✉t ✻✵ ♠✐♥✉t❡s
❛❢t❡r ✜♥✐s❤✐♥❣ t❤❡ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❛t❡s ❜❡❢♦r❡ ❛♥❞ ❛❢t❡r t❤❡ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥
②✐❡❧❞s t❤❡ ❞r✐❢t ♦❢ t❤❡ ❡✈❛♣♦r❛t✐♦♥ r❛t❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠
t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ st♦✐❝❤✐♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ❣r♦✇♥ ❧❛②❡r✳ ❚❤❡ ❞r✐❢t ✐♥ t❤❡ ❡✈❛♣♦r❛t✐♦♥ r❛t❡s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧②
s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ✶✳✵✪ ✴❤r ❢♦r ▲❛ ❛♥❞ ❚✐ ❛♥❞ ❛r♦✉♥❞ ✶✳✵✪ ✴❤r ❢♦r ❇❛ ❛♥❞ ▼♥✳ ❚❤❡
✼✾
✽ ❘❡s✉❧ts ❛♥❞ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ■■✿ ▲❛✵✳✺❙r✵✳✺▼♥❖✸✴❇❛❚✐❖✸
❙r ❡✛✉s✐♦♥ ❝❡❧❧ ✐s t❤❡ ❧❡❛st st❛❜❧❡ ♦♥❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❡✈❛♣♦r❛t✐♦♥ r❛t❡s ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❛✈❡r❛❣❡ ❞r✐❢t
♦❢ ❛❜♦✉t ✷✳✵✪ ✴❤r✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ▲❙▼❖ ❧❛②❡rs ❣r♦✇♥ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ❤❛✈❡ ❛ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ ✶✺ ✉✳❝✳✱ t❤❡
❞❡♣♦s✐t✐♦♥ t✐♠❡s ❛r❡ ❧❡ss t❤❛♥ ❤❛❧❢ ❛♥ ❤♦✉r✳ ❇② ❛❞❞✐♥❣ t❤❡ ✸✵ ♠✐♥✉t❡s ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r t❤❡ s✉❜str❛t❡
❤❡❛t✐♥❣✱ ♦♥❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❝❛♥ ❡①♣❡❝t t❤❛t t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡✈❛♣♦r❛t✐♦♥ r❛t❡ ❞✉r✐♥❣ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥
✐s ♥♦t s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❜✐❣❣❡r t❤❛♥ ✶✪✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♦t❤❡r r❛t❡s ❛r❡ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ st❛❜❧❡✱ t❤✐s ✐s t❤❡
❞♦♠✐♥❛♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❡rr♦r ♦♥ t❤❡ st♦✐❝❤✐♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ❞❡♣♦s✐t❡❞ ❧❛②❡r✳
✲✵✳✶
✵
✵✳✶
✵✳✷
✵✳✸
✵✳✹
✵✳✺
✵✳✻
✵✳✼
✵✳✽
✵✳✾
✵ ✷✵ ✹✵ ✻✵ ✽✵ ✶✵✵ ✶✷✵ ✶✹✵ ✶✻✵ ✶✽✵
❞❡
♣♦
s✐
t✐
♦♥
r❛
t❡
❬➴
✴s
❪
t✐♠❡ ❬♠✐♥❪
▲❛
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❙r
❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✿ ❉❡♣♦s✐t✐♦♥ r❛t❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❢♦r t❤❡ ❣r♦✇t❤ ♦❢ ❛♥ ▲❙▼❖ ❧❛②❡r✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡
r❡q✉✐r❡❞ ❡❧❡♠❡♥ts t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❧❡✈❡❧ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ✜rst ❢♦r ❛ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ ♠✐♥✉t❡s ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥
r❛t❡✱ ✐❢ t❤❡ s❤✉tt❡r ❢♦r t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡✛✉s✐♦♥ ❝❡❧❧ ✐s ♦♣❡♥❡❞✳ ❚❤❡ tr✉❡ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ r❛t❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ r❛t❡s✳ ❚❤❡ ✜rst t❤r❡❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ t❛❦❡♥ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❧❛②❡r ❣r♦✇t❤ ✇✐t❤ t❤❡
❧❡❛st st❛❜❧❡ r❛t❡ t❛❦❡♥ ❧❛st ✭❙r✮✳ ❚❤❡ t❤r❡❡ ❧❛st ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ t❛❦❡♥ ❛❢t❡r t❤❡ ❣r♦✇t❤ ✭t❤❡ t✐♠❡ ❢♦r
t❤❡ ❣r♦✇t❤ ✐s ❧❡❢t ♦✉t ✐♥ t❤❡ ♣❧♦t✮ t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❡ ❞r✐❢t ♦❢ t❤❡ ❡✈❛♣♦r❛t✐♦♥ r❛t❡s✳
❚❤❡ ❣r♦✇t❤ ♦❢ ❡❛❝❤ ❧❛②❡r ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥✲s✐t✉ ♦❜s❡r✈❡❞ ❜② ❘❍❊❊❉✳ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✷ s❤♦✇s t❤❡ ❘❍❊❊❉
♣❛tt❡r♥ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t st❛❣❡s ❞✉r✐♥❣ ❛ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❇❚❖ ❧❛②❡r ♦♥ ❛ ◆❜✿❙❚❖ s✉❜str❛t❡✳ ❆ ✈❡r②
s❤❛r♣ ❘❍❊❊❉ ♣❛tt❡r♥ ✇✐t❤ ♣♦✐♥t✲❧✐❦❡ r❡✢❡❝t✐♦♥s ✐s ❢♦✉♥❞ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠
t❤❡ ❛t♦♠✐❝❛❧❧② s♠♦♦t❤ ❛♥❞ ❝❧❡❛♥ s✉❜str❛t❡ s✉r❢❛❝❡ ✭✜❣✉r❡ ✽✳✷✭❛✮✮✳ ❆ ❝❤❛♥❣❡ t♦ ♠♦r❡ str✐♣❡ ❧✐❦❡
r❡✢❡❝t✐♦♥s ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❛❢t❡r ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❢❡✇ ♠♦♥♦❧❛②❡rs ♦❢ ❇❚❖ ✭✜❣✉r❡ ✽✳✷✭❜✮✮✳ ❲✐t❤
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❧❛②❡r t❤✐❝❦♥❡ss t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥s ❜❡❝♦♠❡ ❜r♦❛❞❡r ❞✉❡ t♦ ❛ s❧✐❣❤t ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡
r♦✉❣❤♥❡ss ✭✜❣✉r❡ ✽✳✷✭❝✮✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♥♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣❡❛❦s ❛♣♣❡❛r ♦♥ t❤❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ s❝r❡❡♥ ✉♥t✐❧
t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❡♥t✐r❡ ✜❧♠ ❣r♦✇s ✐♥ ❧❛②❡r✲❜②✲❧❛②❡r ❣r♦✇t❤ ♠♦❞❡✳
❚❤✐s ✐s ❝♦♥✜r♠❡❞ ❜② t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ♣❡❛❦ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✉❧❛r ✭❝❡♥tr❛❧ s♣♦t✴str✐♣❡ ✐♥
✜❣✉r❡ ✽✳✷✮ ❛♥❞ ✜rst ♦r❞❡r ✭s♣♦ts✴str✐♣❡s t♦ t❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ s♣♦t✮ r❡✢❡❝t✐♦♥s ✭✜❣✉r❡
✽✳✸✮ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❧❛②❡r ❣r♦✇t❤✿ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ♦❢ ❛❧❧ t❤r❡❡ s♣♦ts ♦s❝✐❧❧❛t❡ ✇✐t❤ ❛ ♣❡r✐♦❞
♠❛t❝❤✐♥❣ t❤❡ s❤✉tt❡r t✐♠❡s ❢♦r t❤❡ ❣r♦✇t❤ ♦❢ ♦♥❡ ✉♥✐t ❝❡❧❧✳ ❚❤❡s❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ♦❢t❡♥ ✉s❡❞
t♦ ❝♦✉♥t t❤❡ ✉♥✐t ❝❡❧❧s ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t♦ st♦♣ t❤❡ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ❡①❛❝t❧② ❛t t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❧❛②❡r t❤✐❝❦♥❡ss
✭❝❤❛♣t❡r ✻✳✶✳✷✮✳ ■♥ t❤❡ ❣r♦✇t❤ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ s❛♠♣❧❡s ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ t❤❡ ♠❛①✐♠❛ ♦❢ t❤❡
♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✉❧❛r r❡✢❡❝t✐♦♥ ❞♦ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡❞ ✉♥✐t ❝❡❧❧s✳ ❉✉r✐♥❣
t❤❡ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ st❡♣ ❛❢t❡r ❡❛❝❤ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ ✭❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✮ ✉♥✐t ❝❡❧❧✱ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❣❡ts s♠♦♦t❤❡r
❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ s♣❡❝✉❧❛r ✐♥t❡♥s✐t② ✐♥❝r❡❛s❡s ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ♠✐❣❤t ♥♦t ❜❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❞✱ ②❡t
✭♦r t❤❡ ♥❡①t ♦♥❡ ♠✐❣❤t ❛❧r❡❛❞② ❜❡ st❛rt❡❞✮✳ ■♥ ✜❣✉r❡ ✽✳✸ t❤❡ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ♣❡r✐♦❞s ❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞
✇✐t❤ t❤❡ t✐♠❡ r❛♥❣❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✉❧❛r r❡✢❡❝t✐♦♥ s❧♦✇❧② ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛ ♠❛①✐♠✉♠
✈❛❧✉❡✳ ❲❤❡♥ t❤❡ s❤✉tt❡rs ❛r❡ ♦♣❡♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡①t ✉♥✐t ❝❡❧❧✱ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ❞r♦♣s
✽✵
✽✳✶ Pr❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ st♦✐❝❤✐♦♠❡tr✐❝ ❛♥❞ ❡♣✐t❛①✐❛❧ ▲❙▼❖✴❇❚❖ ❜✐❧❛②❡rs ❜② ❖▼❇❊
✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮
❋✐❣✉r❡ ✽✳✷✿ ❘❍❊❊❉ ♣❛tt❡r♥s ❞✉r✐♥❣ ❛ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❇❚❖ t❤✐♥ ✜❧♠✳ ❛✮ ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧❡❛♥ ◆❜✿❙❚❖
s✉❜str❛t❡✳ ❜✮ ❘❍❊❊❉ ♣❛tt❡r♥ ❛❢t❡r ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ✽ ✉♥✐t ❝❡❧❧s ♦❢ ❇❚❖✳ ❝✮ ❘❍❊❊❉ ♣❛tt❡r♥ ❛❢t❡r ❞❡♣♦s✐t✐♦♥
♦❢ ✸✻ ✉♥✐t ❝❡❧❧s ♦❢ ❇❚❖✳
❛❣❛✐♥ ❛♥❞ t❤❡ ♥❡①t ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❜❡❣✐♥s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ✐t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡①❛❝t❧② ❝♦✉♥t t❤❡ ❞❡♣♦s✐t❡❞
✉♥✐t ❝❡❧❧s✱ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ✈✐s✐❜❧❡ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ❧❛②❡rs ❣r♦✇♥
✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ❝♦♥✜r♠ t❤❡ ❧❛②❡r✲❜②✲❧❛②❡r ❣r♦✇t❤ ❛♥❞ t❤❡ ❤✐❣❤ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ t❤✐♥ ✜❧♠s✳
❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤✐s s②st❡♠ ✭❝❤❛♣t❡r ✸✳✷✮✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❝❡rt❛✐♥ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❛♥❞
r❡str✐❝t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❝❤♦s❡♥ ❢♦r
t❤❡ s❛♠♣❧❡s ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳ ■t ✐s t❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧②
♣r❡❞✐❝t❡❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♥❡❛r ♠❛❣♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ▲❙▼❖ ♦♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❇❚❖ ❬✷❪✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ s❛♠♣❧❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ s✉✐t❛❜❧❡ t♦ ❜❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ❜②
t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ s❡♥s✐t✐✈❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s②st❡♠
❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✼✳ ❍❡♥❝❡✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r P◆❘✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❢♦r ❳❘▼❙✱ t❤❡ ❛r❡❛ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡s
s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛s ❜✐❣ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❇❚❖ ❧❛②❡r t❤✐❝❦♥❡ss s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✈❡r② s♠❛❧❧✿
✐♥ ❝❛s❡ t❤❛t t❤❡ ❇❚❖ ❧❛②❡r ✐s ❜❡❧♦✇ t❤❡ ▲❙▼❖ ❧❛②❡r✱ t❤❡ ❇❚❖ t❤✐❝❦♥❡ss s❤♦✉❧❞ ❜❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥
✶✺ ✉✳❝✳ t♦ ❛✈♦✐❞ r❡❧❛①❛t✐♦♥✱ s✐♥❝❡ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡✛❡❝t ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦
s❝❛❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❇❚❖ ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ■❢ t❤❡ ❇❚❖ ❧❛②❡r ✐s
❞❡♣♦s✐t❡❞ ♦♥ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ▲❙▼❖ ❧❛②❡r✱ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❦❡♣t ✈❡r② s♠❛❧❧ ❛s ✇❡❧❧✳ ❖t❤❡r✇✐s❡
t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ ❛ ❳❘▼❙ ❡①♣❡r✐♠❡♥t t♦ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡ ❛t t❤❡ ▲❙▼❖✴❇❚❖
✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐s ❞r❛st✐❝❛❧❧② r❡❞✉❝❡❞✳ ❇♦t❤ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts t♦ t❤❡ ❇❚❖ ❧❛②❡r ✲ t❤❡ ❧❛r❣❡ ❛r❡❛ ❛♥❞ t❤❡ t❤✐♥
t❤✐❝❦♥❡ss ✲ ❝♦♥✢✐❝t ✇✐t❤ t❤❡ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ❧❡❛❦❛❣❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❇❚❖✿ t❤❡ ❧❛r❣❡r t❤❡ ✜❧♠ ❛r❡❛ ❛♥❞
t❤❡ t❤✐♥♥❡r t❤❡ ✜❧♠ t❤✐❝❦♥❡ss✱ t❤❡ ❧❛r❣❡r ❜❡❝♦♠❡s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢♦r ❧❡❛❦❛❣❡ ❝✉rr❡♥ts t❤r♦✉❣❤
t❤❡ ❇❚❖ ❧❛②❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❤✐❜✐t t❤❛t t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ s✇✐t❝❤❡❞ ❜② ❛♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ❡❧❡❝tr✐❝
✜❡❧❞✳ ■♥ ❢❛❝t ✐t s❡❡♠s t♦ ❜❡ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❣r♦✇ ❛ ✶✺ ✉✳❝✳ ♦r t❤✐♥♥❡r ❇❚❖ ❧❛②❡r ✇✐t❤ ❛♥ ❛r❡❛ ♦❢ ❛t
❧❡❛st ✶♠♠2 ✭✇❤✐❝❤ st✐❧❧ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦♦ s♠❛❧❧ ❢♦r P◆❘✮✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞
❜② ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✱ ✐❢ ✐t ✐s ♣❧❛❝❡❞ ✐♥ ❞✐r❡❝t ❝♦♥t❛❝t t♦ ❛ t♦♣ ❛♥❞ ❜♦tt♦♠ ❡❧❡❝tr♦❞❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✇♦ s❛♠♣❧❡ str✉❝t✉r❡s ❛r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❤❡r❡ t♦ ❝♦✈❡r ❛❧❧ t❤❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts
✭✜❣✉r❡ ✽✳✹✮✿ ❢♦r ❜♦t❤ s❛♠♣❧❡s ❛ ◆❜✿❙❚❖ s✉❜str❛t❡ ✐s ✉s❡❞ ❛s t❤❡ ❜♦tt♦♠ ❡❧❡❝tr♦❞❡✳ ■t ❛❧s♦
❤❛s ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ❧❛tt✐❝❡ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ ✸✳✾✵✺➴ t♦ ❛❧❧♦✇ ❢♦r ❡♣✐t❛①✐❛❧ ❣r♦✇t❤ ♦❢ ❜♦t❤✱ ▲❙▼❖ ❛♥❞
❇❚❖✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡ ✐t ♠❡❞✐❛t❡s ❛ ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ str❛✐♥ t♦ ❇❚❖✱ ✇❤✐❝❤ t❤❡r❡❢♦r❡ ❣r♦✇s ✐♥ ❛
t❡tr❛❣♦♥❛❧ str✉❝t✉r❡ ✇✐t❤ ❡❧♦♥❣❛t❡❞ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❧❛tt✐❝❡ ❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ ❛♥ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡
❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥❡❡❞❡❞ ✐♥ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ t♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡
♦❢ ▲❙▼❖✳ ❆ ✶✵✵ ♥♠ ❣♦❧❞ ❧❛②❡r s♣✉tt❡r❡❞ ♦♥ t♦♣ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ❛❢t❡r t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ ✐♥
t❤❡ ❖▼❇❊ s❡r✈❡s ❛s t❤❡ t♦♣ ❡❧❡❝tr♦❞❡✳ ❇❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❡❧❡❝tr♦❞❡s ❜♦t❤ s❛♠♣❧❡s ❝♦♥t❛✐♥ ♦❢ ❛
▲❙▼❖✶✺ ✉✳❝✳✴❇❚❖✶✺ ✉✳❝✳ ❜✐❧❛②❡r✱ ♦♥❡ ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ ▲❙▼❖ ♦♥ t♦♣ ♦❢ ❇❚❖ ❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡rs❛ ❢♦r t❤❡ ♦t❤❡r
s❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✐s t❤❡ ♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡r s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢
❳❘▼❙ t♦ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡ ❛t t❤❡ t♦♣ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♦❢ ❛ ❧❛②❡r ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳
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✐♥t❡r❢❛❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛♥❛❧②s❡❞ ❜❡st ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✇❤❡r❡ ❇❚❖ ✐s ❞❡♣♦s✐t❡❞ ♦♥ t♦♣ ♦❢ ▲❙▼❖ ❜② ❳❘▼❙
✇✐t❤ ❡♥❡r❣✐❡s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ▼♥ ▲II ❛♥❞ ▲III ❡❞❣❡s✳ ■♥ t❤❡ ♦t❤❡r s❛♠♣❧❡✱ ❜② ❳❘▼❙ ✇✐t❤ ❡♥❡r❣✐❡s
❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❚✐ ▲II ❛♥❞ ▲III ❡❞❣❡s ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❡❝❦❡❞✱ ✇❤❡t❤❡r ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t ✐s ✐♥❞✉❝❡❞ ♦♥
❚✐ ❛t t❤❡ ❇❚❖✴▲❙▼❖ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛s ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ❢♦r ❋❡3❖4✴❇❚❖
✐♥t❡r❢❛❝❡s ❬✼✸❪✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t♦ ❣❡t ❛ s✉✣❝✐❡♥t s♣❛❝✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t♦♣ ❛♥❞ ❜♦tt♦♠ ❡❧❡❝tr♦❞❡ ❛♥
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❧❛②❡r ♦❢ ❛♥ ✐♥s✉❧❛t✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s ❞❡st✐♥❡❞ ✐♥ ❜♦t❤ s❛♠♣❧❡s✳ ❋♦r t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ t❤❡
❇❚❖ ❧❛②❡r ♦♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠ t❤✐s ❧❛②❡r ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✉❜str❛t❡ ❛♥❞ ❇❚❖✳ ❍❡♥❝❡✱ ❢♦r
t❤✐s s❛♠♣❧❡ ❛ ✶✵✵ ✉✳❝✳ t❤✐❝❦ ♥♦♥✲❞♦♣❡❞ ❙❚❖ ❧❛②❡r ✐s ❞❡♣♦s✐t❡❞ ✜rst ♦♥ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♥❣
s✉❜str❛t❡✱ ✇❤✐❝❤ r❡♠❛✐♥s t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ❝♦♥st❛♥ts ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ❢♦r t❤❡ ▲❙▼❖✴❇❚❖ ❜✐❧❛②❡r✳ ❋♦r t❤❡
s❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ ❇❚❖ ♦♥ t♦♣ ♦❢ ▲❙▼❖ t❤❡ ✐♥s✉❧❛t✐♥❣ ❧❛②❡r ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❞❡♣♦s✐t❡❞ ♦♥ t♦♣ ♦❢ ❇❚❖✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❧❧♦✇ ❢♦r t❤❡ ❳❘▼❙ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ t❤✐s ❧❛②❡r ✐s ♥♦t ❣r♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❖▼❇❊ ❝❤❛♠❜❡r✳ ■t
r❛t❤❡r ✐s ❞❡♣♦s✐t❡❞ ❛❢t❡r✇❛r❞s ✐♥ ❛ s♣✉tt❡r ❝❤❛♠❜❡r ✇✐t❤ ❛ ♠❛s❦ t♦ ❧❡❛✈❡ ❛ ❣❛♣ ♦❢ ❛❜♦✉t ✶♠♠ ✐♥
t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ①✲r❛② ❜❡❛♠ ❝❛♥ ❜❡ r❡✢❡❝t❡❞✳ ❋♦r t❤✐s s❛♠♣❧❡ ❛ ✽✵ ♥♠ t❤✐❝❦
❙✐❖2 ✐s ✉s❡❞ ❛s t❤❡ ✐♥s✉❧❛t✐♥❣ ❧❛②❡r✳ ❚❤❡ ❣♦❧❞ ❡❧❡❝tr♦❞❡s ❢♦r ❜♦t❤ s❛♠♣❧❡s ❛r❡ ❞❡♣♦s✐t❡❞ ✐♥ t❤❡
s❛♠❡ s♣✉tt❡r ❝❤❛♠❜❡r ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♠❛s❦✳
■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ❜② ❳❘❘ ❛♥❞ ❳❘❉ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❚❤♦s❡
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣✉tt❡r❡❞ t♦♣ ❧❛②❡rs✳ ❚❤❡
r❡s✉❧ts ❛r❡ ❧✐st❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✽✳✶✳ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✺ s❤♦✇s t❤❡ ❳❘❘ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r
❜♦t❤ s❛♠♣❧❡s✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✼ ❛♥❞ ❛❧s♦
t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r✿ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❞❛t❛ ✇❛s ❢♦✉♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❜✉❧❦
✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❧❡♥❣t❤ ❞❡♥s✐t✐❡s✳ ❚❤❡ ❧❛②❡r t❤✐❝❦♥❡ss❡s ❛r❡ ❛❧♠♦st ❡①❛❝t❧② ♠❛t❝❤✐♥❣ ✇✐t❤
t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ t❤✐❝❦♥❡ss❡s ❢♦r ✶✺ ✉✳❝✳ ▲❙▼❖ ❛♥❞ ❇❚❖ ❧❛②❡rs ❛♥❞ t❤❡ ✶✵✵ ✉✳❝✳ ❙❚❖ ❧❛②❡r✳ ❚❛❦✐♥❣
✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❧❛tt✐❝❡ ❝♦♥st❛♥ts ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❳❘❉ ✭s❡❡ ❜❡❧♦✇ ❛♥❞ ✜❣✉r❡ ✽✳✻✮✱
t❤❡ ▲❙▼❖ ❧❛②❡r t❤✐❝❦♥❡ss❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ r❛t❤❡r t♦ ✶✸ t♦ ✶✹ ✉✳❝✳ ❛♥❞ t❤❡ ❇❚❖ ❧❛②❡r t❤✐❝❦♥❡ss❡s t♦
❛❜♦✉t ✶✻ ✉✳❝✳✳ ❇✉t s✐♥❝❡ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✈✐s✐❜❧❡ ✐♥ ❜♦t❤ ❞❛t❛ ❛r❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❜✐❧❛②❡r t❤✐❝❦♥❡ss✱ t❤❡
s✐♥❣❧❡ ❧❛②❡r t❤✐❝❦♥❡ss❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❧❡ss ❛❝❝✉r❛t❡❧②✳ ❚❤❡ ❜✐❧❛②❡r t❤✐❝❦♥❡ss ✐s ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦
t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡ r♠s✲r♦✉❣❤♥❡ss❡s ❢♦r ❛❧❧ ✐♥t❡r❢❛❝❡s ❛r❡ ✈❡r② s♠❛❧❧ ✇✐t❤ ✈❛❧✉❡s ❜❡❧♦✇ ✺➴✳
❋♦r t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❇❚❖ ❧❛②❡r ♦♥ t♦♣ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✻➴ s✉r❢❛❝❡ ❧❛②❡r ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞
❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ str✉❝t✉r❡ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡❧②✳ ❆s ❡①♣❡❝t❡❞
❢♦r t❤❡ ❖▼❇❊ ❣r♦✇t❤✱ ♥♦ ❧❛②❡r ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t✐❡s ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡
❞❛t❛✳
■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ ▲❙▼❖✴❙❚❖ ❜✐❧❛②❡rs ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞✐s❝✉ss❡❞ s②st❡♠✱ t❤❡ ❳❘❉ ❞❛t❛ ♦❢ t❤❡
▲❙▼❖✴❇❚❖ ❜✐❧❛②❡rs ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ q✉✐t❡ ✇❡❧❧ ✭✜❣✉r❡ ✽✳✻✮✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤✐s ✐s t❤❛t t❤❡ ❇❚❖
❤❛s ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❧❛tt✐❝❡ ❝♦♥st❛♥t ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ t❤❡ s✉❜str❛t❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
t❤❡ ✭✵✵✷✮ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇❚❖ ❧❛②❡rs ✐s s❡♣❛r❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❙❚❖ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✐ts ♣♦s✐t✐♦♥ ❝❛♥
❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✈❡r② ❛❝❝✉r❛t❡❧②✳ ❋♦r t❤❡ ▲❙▼❖ r❡✢❡❝t✐♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❜❧❡♠ s❡❡♠s t♦ ❜❡ ♣r❡s❡♥t
❛s ❢♦r t❤❡ ▲❙▼❖✴❙❚❖ ❜✐❧❛②❡rs✳ ❇✉t ✐♥ ❝♦♥tr❛r② t♦ t❤❡ ▲❙▼❖✴❙❚❖ s❛♠♣❧❡s ❜❡s✐❞❡s t❤❡ ▲❙▼❖
✭✵✵✷✮ r❡✢❡❝t✐♦♥✱ t❤✐❝❦♥❡ss ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❛r❡ ✈✐s✐❜❧❡✳ ❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱ t❤✐s ✐s ❛♥ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ ❤✐❣❤❡r
❝r②st❛❧❧✐♥❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❖▼❇❊ ❣r♦✇♥ s❛♠♣❧❡s✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ♠♦❞✉❧❛t❡ t❤❡
s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❇❚❖ r❡✢❡❝t✐♦♥✳ ❋r♦♠ t❤✐s ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲❙▼❖ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡
❡①tr❛❝t❡❞ ✈❡r② ❛❝❝✉r❛t❡❧②✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ▲❙▼❖ ❛♥❞ ❇❚❖ r❡✢❡❝t✐♦♥s✱ ✐♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ▲❙▼❖ ❧❛②❡r ♦♥ t♦♣ t❤❡ ❙❚❖ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✶✵✵ ✉✳❝✳ t❤✐❝❦ ✐♥s✉❧❛t✐♥❣
❧❛②❡r ❞❡♣♦s✐t❡❞ ✜rst ♦♥ t❤❡ ◆❜✿❙❚❖ s✉❜str❛t❡ ✐s ✈✐s✐❜❧❡ ❛t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉❜str❛t❡ r❡✢❡❝t✐♦♥✳
❙✐♥❝❡ ✐t ✐s ✈❡r② ❤❛r❞ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❡①tr❛ ❧❛②❡r ❞✉❡ t♦ t❤❡ str♦♥❣ ♠❡r❣✐♥❣ ✇✐t❤
t❤❡ s✉❜str❛t❡ r❡✢❡❝t✐♦♥✱ ✐t ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ❞♦❡s ♥♦t
❛✛❡❝t t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ▲❙▼❖ ❛♥❞ ❇❚❖ ❧❛tt✐❝❡ ❝♦♥st❛♥ts✱ s✐♥❝❡ ✐t ❤❛s ♠✉❝❤ s❤♦rt❡r t❤✐❝❦♥❡ss
♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❛✛❡❝t t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ▲❙▼❖ ❛♥❞ ❇❚❖ ♣❡❛❦s✳ ❚❤❡ ❧❛②❡r t❤✐❝❦♥❡ss❡s
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❇❚❖ ❧❛②❡r ❜❡❧♦✇ t❤❡ ▲❙▼❖ ❧❛②❡r✱ ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✹✳✶✽➴ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ♦t❤❡r s❛♠♣❧❡✳ ❚❤✐s ❝❛♥
❜❡ ❞✉❡ t♦ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t str❛✐♥ ♠❡❞✐❛t❡❞ t♦ ❜♦t❤ ❇❚❖ ❧❛②❡rs ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✐t ✐s ❞❡♣♦s✐t❡❞
♦♥❝❡ ❞✐r❡❝t❧② ♦♥ ❙❚❖ ❛♥❞ ♦♥❝❡ ♦♥ ▲❙▼❖✳ ❚❤✐s ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦♥❧② ❝❛♥ ❜❡ tr✉❡✱ ✐❢ t❤❡ ▲❙▼❖ ❧❛②❡r
✐s ❛t ❧❡❛st ♣❛rt❧② r❡❧❛①❡❞ ❛t t❤❡ s✉r❢❛❝❡✱ s✐♥❝❡ ✐t ♦t❤❡r✇✐s❡ ✇♦✉❧❞ st✐❧❧ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡
❧❛tt✐❝❡ ❝♦♥st❛♥ts ❛s t❤❡ ◆❜✿❙❚❖ s✉❜str❛t❡✳ ■❢ ✐t r❡❧❛①❡s✱ ✐t ❤❛s ❛♥ ❡✈❡♥ s♠❛❧❧❡r ❧❛tt✐❝❡ ❝♦♥st❛♥t
t❤❛♥ t❤❡ ✸✳✾✵✺➴ ♦❢ ❙❚❖✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ❧❛r❣❡r str❛✐♥ ❢♦r t❤❡ ❇❚❖ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❛ ❧❛r❣❡r ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡
❧❛tt✐❝❡ ❝♦♥st❛♥t ❢♦r t❤❡ ❇❚❖ ❧❛②❡r ❞❡♣♦s✐t❡❞ ♦♥ ▲❙▼❖✳ ❆♥♦t❤❡r r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♠✐❣❤t
❜❡ ❛ s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t st♦✐❝❤✐♦♠❡tr② ✐♥ ❜♦t❤ ❇❚❖ ❧❛②❡rs✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ❝♦♥st❛♥ts ♦❢
t❤❡ t✇♦ ▲❙▼❖ ❧❛②❡rs ❛r❡ ❛❧♠♦st ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❡rr♦r ❜❛rs✳ ❆ s❧✐❣❤t❧② s♠❛❧❧❡r ✈❛❧✉❡
❢♦r t❤❡ ▲❙▼❖ ❧❛②❡r ❞❡♣♦s✐t❡❞ ♦♥ ❇❚❖ ❛❣❛✐♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ❛ s❧✐❣❤t❧② r❡❧❛①❡❞ ❇❚❖ ❧❛②❡r
✉♥❞❡r♥❡❛t❤✳
❚❛❜❧❡ ✽✳✶✿ ❙✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ ❳❘❘ ❛♥❞ ❳❘❉ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥
▲✐st❡❞ ❛r❡ t❤❡ r♠s✲r♦✉❣❤♥❡ss❡s σ✱ ❧❛②❡r t❤✐❝❦♥❡ss❡s d ❛♥❞ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❧❛tt✐❝❡ ❝♦♥st❛♥ts c ♦❢ t❤❡ s✉❜str❛t❡
✭sub✮✱ t❤❡ ▲❙▼❖ ❧❛②❡r✱ t❤❡ ❇❚❖ ❧❛②❡r ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❧❛②❡r ✭surf✮✳ ❚❤❡ ❋❖▼ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞
❢r♦♠ ❢♦r♠✉❧❛ ✭✼✳✶✮✳ ❋♦r ❛❧❧ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs s❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐①✱ s❡❝t✐♦♥ ❆✳
❇❚❖✴▲❙▼❖ ▲❙▼❖✴❇❚❖
σsurf ❬➴❪ ✲ ✻✳✶ ✭✻✮
σLSMO ❬➴❪ ✹✳✵ ✭✺✮ ✸✳✽ ✭✹✮
dLSMO ❬➴❪ ✺✶ ✭✷✮ ✺✷ ✭✷✮
cLSMO ❬➴❪ ✸✳✼✾ ✭✷✮ ✸✳✽✶ ✭✸✮
σBTO ❬➴❪ ✷✳✺ ✭✹✮ ✷✳✵ ✭✸✮
dBTO ❬➴❪ ✻✻ ✭✷✮ ✻✽ ✭✷✮
cBTO ❬➴❪ ✹✳✶✵ ✭✷✮ ✹✳✶✽ ✭✷✮
σSTO ❬➴❪ ✸✳✺ ✭✺✮ ✲
dSTO ❬➴❪ ✸✾✶ ✭✷✮ ✲
σsub ❬➴❪ ✷✳✼ ✭✺✮ ✸✳✷ ✭✸✮
FOM ❬10−3❪ ✶✳✶✻ ✷✳✺✻
■♥ s✉♠♠❛r②✱ ▲❙▼❖✴❇❚❖ ❜✐❧❛②❡rs ♦❢ ✈❡r② ❤✐❣❤ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ q✉❛❧✐t② ❛♥❞ s♠♦♦t❤ ✐♥t❡r❢❛❝❡s ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ❣r♦✇♥ ❜② ❖▼❇❊✳ ❚❤❡ ✐♥✲s✐t✉ ❘❍❊❊❉ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ r❡✈❡❛❧❡❞ ❧❛②❡r✲❜②✲❧❛②❡r ❣r♦✇t❤
t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❡✈❡r② s✐♥❣❧❡ ❧❛②❡r✳ ❚❤❡ ❧❛②❡r t❤✐❝❦♥❡ss❡s ❛r❡ ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡
♥♦♠✐♥❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ✶✺ ✉✳❝✳ ❢♦r ❜♦t❤✱ ▲❙▼❖ ❛♥❞ ❇❚❖ ❧❛②❡rs✳ ❆ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ♦✉t✲♦❢✲
♣❧❛♥❡ ❧❛tt✐❝❡ ❝♦♥st❛♥ts ♦❢ ❇❚❖ ❞❡♣♦s✐t❡❞ ♦♥ ❙❚❖ ❛♥❞ ▲❙▼❖ ❤❛s ❜❡❡♥ ♠❡❛s✉r❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡
❞✉❡ t♦ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t str❛✐♥ ♠❡❞✐❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❛②❡rs ✉♥❞❡r♥❡❛t❤ ♦r ✐♥ ❛ s♠❛❧❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ st♦✐❝❤✐♦♠❡tr②✳
✽✳✷ ▼❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❛♥❞ ❢❡rr♦❡❧❡❝tr✐❝ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥
❚❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ s❛♠♣❧❡s ❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ s❝❛♥s ✐♥ ❛
♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ♦❢ ✵✳✺♠❚ ❢r♦♠ ✺ t♦ ✸✹✵❑ ❛❢t❡r ❝♦♦❧✐♥❣ ✐♥ ❛ ✜❡❧❞ ♦❢ ✶❚ ✭✜❣✉r❡ ✽✳✼✮✳ ❇♦t❤ s❛♠♣❧❡s
❞✐✛❡r str♦♥❣❧② ✐♥ t❤❡✐r ♠❛❣♥❡t✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ▲❙▼❖ ❧❛②❡r ♦♥ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ❇❚❖
❧❛②❡r ❝❧❡❛r❧② s❤♦✇s ❛♥ ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✳ ❚❤✐s ✐s ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡
r❡s✉❧ts ❢♦✉♥❞ ❢♦r ✸✵✵➴ t❤✐❝❦ ❧❛②❡rs ♦❢ ▲❙▼❖ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ♥♦♠✐♥❛❧ ▲❛✴❙r r❛t✐♦ ❡q✉❛❧ t♦ ♦♥❡ ♣r❡♣❛r❡❞
✽✻
✽✳✷ ▼❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❛♥❞ ❢❡rr♦❡❧❡❝tr✐❝ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥
✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❖▼❇❊ ❞❡✈✐❝❡ ❬✻✶❪✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ st❛❝❦✐♥❣ ♦r❞❡r ❡①❤✐❜✐ts
r❛t❤❡r ❛ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ s❤❛♣❡❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ s❝❛♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ s❛t✉r❛t❡❞ ♠♦♠❡♥t ❛t
❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ♦❢ 4× 10−8❆♠2 ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t ♣❡r ▼♥ ❛t♦♠ ♦❢ ✵✳✽✺µB✳
❚❤✐s ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ❡①♣❡❝t❡❞ ❢♦r ❛ ♣❡r❢❡❝t ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♦r❞❡r✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛ ❦✐♥❦ ✐s
✈✐s✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ s❝❛♥ ❛r♦✉♥❞ ✶✵✵❑✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧s♦ ✐♥❞✐❝❛t❡s ❛ ✏♥♦♥✲♣❡r❢❡❝t✑ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝
❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❚❤❡ ♠♦st ❧✐❦❡❧② ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♦r❞❡r✐♥❣ ✐s
♣r♦❜❛❜❧② ❛ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st♦✐❝❤✐♦♠❡tr② ❢r♦♠ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ✈❛❧✉❡s✳ ❆ ✸✵✵➴ ▲❙▼❖ ❧❛②❡r ✇✐t❤
❛ ♥♦♠✐♥❛❧ ❞♦♣✐♥❣ ❧❡✈❡❧ ♦❢ x = 0.44 ❤❛s ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✇✐t❤ ❛ ♠♦♠❡♥t ♣❡r ▼♥
❛t♦♠ ♦❢ ✶✳✺µB ❬✻✶❪✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❞♦♣✐♥❣ ❧❡✈❡❧ ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ▲❙▼❖ ❧❛②❡r ❜❡❧♦✇ t❤❡
❇❚❖ ❧❛②❡r ♠✐❣❤t ❜❡ s♦♠❡✇❤❡r❡ ❜❡t✇❡❡♥ x = 0.44 ❛♥❞ x = 0.5✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❙r ❡✛✉s✐♦♥ ❝❡❧❧ s❤♦✇s
❞r✐❢ts ♦❢ t❤❡ ❡✈❛♣♦r❛t✐♦♥ r❛t❡ ❛r♦✉♥❞ ✷✪ ✴❤r✱ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛t❡ ❛❢t❡r t❤❡ r❛t❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥
✉♥t✐❧ t❤❡ st❛rt ♦❢ t❤❡ ✜❧♠ ❣r♦✇t❤ ♠✐❣❤t r❡s✉❧t ✐♥ ❛ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ▲❙▼❖ ❧❛②❡r✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛♥♦t❤❡r
♣♦ss✐❜❧❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛❣♥❡t✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❜♦t❤ s❛♠♣❧❡s✿ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡② ❤❛✈❡
❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ st♦✐❝❤✐♦♠❡tr②✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t str❛✐♥ ♠❡❞✐❛t❡❞ ❜② t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❧❛②❡r ✲ ✇❤✐❝❤ ✐♥
♦♥❡ ❝❛s❡ ✐s t❤❡ ◆❜✿❙❚❖ s✉❜str❛t❡✱ ❜✉t ✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❝❛s❡ t❤❡ ❇❚❖ t❤✐♥ ✜❧♠ ✲ ♠✐❣❤t r❡s✉❧t ✐♥ ❛
❞✐✛❡r❡♥t ♠❛❣♥❡t✐❝ ♦r❞❡r✐♥❣✳ ❋♦r ❞♦♣✐♥❣ ❧❡✈❡❧s ❝❧♦s❡ t♦✱ ❜✉t s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ x = 0.5✱ ❜✉❧❦ ▲❙▼❖ ✐s
❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝✳ ❇✉t ❛ s♠❛❧❧ t❡♥s✐❧❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ str❛✐♥ ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ♦r❞❡r t♦ ❛♥ ❆✲t②♣❡
❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t ✭s❡❡ str❛✐♥ ✈❡rs✉s ❞♦♣✐♥❣ ❧❡✈❡❧ ♣❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠ ✭✜❣✉r❡ ✷✳✺✭❜✮✱ ❬✻✸✱✶✶✻❪✮✳ ❆ss✉♠✐♥❣
t❤❛t ❜♦t❤ s❛♠♣❧❡s ❤❛✈❡ ❛ st♦✐❝❤✐♦♠❡tr② ✐♥ t❤✐s ❞♦♣✐♥❣ ❧❡✈❡❧ r❛♥❣❡✱ t❤❡ ▲❙▼❖ ❧❛②❡r ❞❡♣♦s✐t❡❞
♦♥ ❇❚❖ ♠✐❣❤t s❧✐♣ ✐♥ t❤❡ ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♣❤❛s❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡r ✐♥✲♣❧❛♥❡ str❛✐♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❛t t❤❡ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❧❛tt✐❝❡ ❝♦♥st❛♥ts ❛r❡ ♦♥❧② s❧✐❣❤t❧②
❞✐✛❡r❡♥t✳
✵
✶❡✲✵✽
✷❡✲✵✽
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✵ ✺✵ ✶✵✵ ✶✺✵ ✷✵✵ ✷✺✵ ✸✵✵
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▲❙▼❖
❇❚❖
❙❚❖
◆❜✿❙❚❖
❇❚❖
▲❙▼❖
◆❜✿❙❚❖
❋✐❣✉r❡ ✽✳✼✿ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ s❝❛♥s ❛t ✵✳✺♠❚ ❛❢t❡r ❝♦♦❧✐♥❣ ✐♥ ❛ ✜❡❧❞ ♦❢ ✶❚ ❢♦r ❜♦t❤ s❛♠♣❧❡s✳
❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ s❛♠♣❧❡s s❤♦✇ ❝❧❡❛r❧② ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ✐t ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❡♠♣❤❛s✐③❡❞
t❤❛t ❜♦t❤ ▲❙▼❖ ❧❛②❡rs ❤❛✈❡♥ ❜❡❡♥ ❣r♦✇♥ ♦♥❡ ❛❢t❡r ❛♥♦t❤❡r ❛t t❤❡ s❛♠❡ ❞❛② ❛t t❤❡ s❛♠❡ ❣r♦✇t❤
❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡r❡ ♣♦ss✐❜❧② ✐s ❛ s♠❛❧❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ st♦✐❝❤✐♦♠❡tr② ♦❢ ❜♦t❤ ❧❛②❡rs✱ ❜✉t
✐t ✐s ❧✐♠✐t❡❞ ❜② t❤❡ ❞r✐❢ts ♦❢ t❤❡ ❡✈❛♣♦r❛t✐♦♥ r❛t❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ str♦♥❣ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❢♦r ▲❙▼❖
✽✼
✽ ❘❡s✉❧ts ❛♥❞ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ■■✿ ▲❛✵✳✺❙r✵✳✺▼♥❖✸✴❇❛❚✐❖✸
s❛♠♣❧❡s ✇✐t❤ ❡q✉❛❧ ♦r ❛t ❧❡❛st ✈❡r② s✐♠✐❧❛r st♦✐❝❤✐♦♠❡tr② s❤♦✇✱ t❤❛t ❜♦t❤ ▲❙▼❖ ❧❛②❡rs ❤❛✈❡
❡①❛❝t❧② t❤❡ ✐♥t❡♥❞❡❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s✿ t❤❡② ❤❛✈❡ ❛ st♦✐❝❤✐♦♠❡tr② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❛♥❞ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♣❤❛s❡s ♦❢ ▲❙▼❖✳
❚❤❡ ♦♥❧② ♠✐ss✐♥❣ r❡q✉✐r❡♠❡♥t t♦ t❤❡ ▲❙▼❖✴❇❚❖ ❜✐❧❛②❡rs ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✐s ❢♦r t❤❡ ❇❚❖ ❧❛②❡rs t♦ ❜❡ ❢❡rr♦❡❧❡❝tr✐❝ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ s✇✐t❝❤✐♥❣ t❤❡ ♣♦❧❛r✲
✐③❛t✐♦♥ ❜② ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✳ ◆♦t s✉r♣r✐s✐♥❣❧②✱ t❤✐s ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦✈❡♥ t♦ ❜❡ ❛ ❞✐✣❝✉❧t t❛s❦ ❢♦r t❤❡
s❛♠♣❧❡s ✉♥❞❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✇✐t❤ t❤❡ ✈❡r② t❤✐♥ ❇❚❖ ❧❛②❡rs✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❢❡rr♦❡❧❡❝tr✐❝
❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ✐s ❢❛r ❢r♦♠ ❜❡✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡t❡❞ ❛♥❞ ❢✉rt❤❡r ✇♦r❦ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥ t❤✐s ♣❛rt ♦❢
t❤❡ ✇♦r❦ ✭s❡❡ ❛❧s♦ ❝❤❛♣t❡r ✾ ✭♦✉t❧♦♦❦✮✮✳ ❙♦ ❢❛r✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ tr✐❡❞ t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❢❡rr♦❡❧❡❝tr✐❝ ♣r♦♣✲
❡rt✐❡s ✇✐t❤ ❛ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ❘❛❞✐❛♥t Pr❡❝✐s✐♦♥ ▲❈ ❛♣♣❛r❛t✉s ✭s❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✳✷✮✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❜❡❢♦r❡✱
❛ ✽✵ ♥♠ ❙✐❖2 ✜❧♠ ✇❛s ❞❡♣♦s✐t❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❇❚❖ ❧❛②❡r ♦♥ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ▲❙▼❖ ❧❛②❡r✳
❆❢t❡r✇❛r❞s✱ ✶✵✵ ♥♠ t❤✐❝❦ ❣♦❧❞ ❡❧❡❝tr♦❞❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s♣✉tt❡r❡❞ ♦♥ t♦♣ ♦❢ ❜♦t❤ s❛♠♣❧❡s t♦ s❡r✈❡
❛s ❛ t♦♣ ❡❧❡❝tr♦❞❡✳ ❇♦t❤ ❡❧❡❝tr♦❞❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥t❛❝t❡❞ ❜② ❜♦♥❞✐♥❣ ❛ ✇✐r❡ ♦♥ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ❣♦❧❞
♣❛❞s ❛♥❞ t♦ t❤❡ ◆❜✿❙❚❖ s✉❜str❛t❡s✳ ❚❤❡ ✇✐r❡s ❤❛✈❡ t❤❡♥ ❜❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ❘❛❞✐❛♥t t❡st❡r✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ s✇✐t❝❤ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ✶✺ ✉✳❝✳ ❢❡rr♦❡❧❡❝tr✐❝ ❇❚❖
❧❛②❡r✱ t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦♥st❛♥ts ǫ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦❞❡s ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞✿ ❛s
t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ U ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛ ❝❛♣❛❝✐t♦r ✐s ✐♥✈❡rs❡❧② ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t❛♥❝❡ C✱ ❢♦r t❤❡ r❛t✐♦
U1/U2 ♦❢ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡s ❞r♦♣♣✐♥❣ ❛t t❤❡ t✇♦ ❧❛②❡rs ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ❢♦❧❧♦✇s✿
U1
U2
=
C2
C1
=
ǫ2A/d2
ǫ1A/d1
=
ǫ2d1
ǫ1d2
✭✽✳✶✮
✇❤❡r❡ A ✐s t❤❡ ❛r❡❛ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ d ❛r❡ t❤❡ ❧❛②❡r t❤✐❝❦♥❡ss❡s✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ t✇♦ ❧❛②❡rs ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❡❧❡❝tr♦❞❡s ❝❛♥ ❜❡ tr❡❛t❡❞ ❧✐❦❡ ❛ s❡r✐❛❧ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ❝❛♣❛❝✐t♦rs✱ t❤❡ t♦t❛❧ ✈♦❧t❛❣❡ ❛♣♣❧✐❡❞
t♦ t❤❡ s❛♠♣❧❡✱ ✐✳❡✳ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❣♦❧❞ ♣❛❞ ❛♥❞ t❤❡ s✉❜str❛t❡✱ ❛❞❞s ✉♣ t♦ U = U1 + U2✳ ❚❤❡
r❡q✉✐r❡❞ ✈♦❧t❛❣❡ t♦ s✇✐t❝❤ ❛ ❇❚❖ ❧❛②❡r ♣❧❛❝❡❞ ✐♥ ❛ ❝❛♣❛❝✐t♦r ✇✐t❤♦✉t ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❛t❡r✐❛❧ ❤❛s
❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ ❛❜♦✉t ✸❱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❧❛②❡r t❤✐❝❦♥❡ss ❛♥❞ t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦♥st❛♥t ♦❢
❛ ❇❚❖ ❧❛②❡r ❛s t❤✐♥ ❛s ✐♥ ♦✉r s❛♠♣❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ ✇❡❧❧ ❜❡❧♦✇ ✷✵ ❬✶✶✽❪✳ ❙✐♥❝❡ ❙✐❖2
❤❛s ❛ ✈❡r② s♠❛❧❧ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ ✹✱ t❤✐s r❡s✉❧ts ✇✐t❤ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss❡s ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✇✐t❤
t❤❡ ❇❚❖ ❧❛②❡r ♦♥ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ▲❙▼❖ ✐♥ r❛t❤❡r ❤✐❣❤ ✈♦❧t❛❣❡s s♦♠❡✇❤❡r❡ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✶✵
❛♥❞ ✶✵✵❱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡t ❛ s✉✣❝✐❡♥t ✈♦❧t❛❣❡ ❞r♦♣ ♦✈❡r t❤❡ ❇❚❖ ❧❛②❡r✳ ❙✐♥❝❡ s✉❝❤ ❤✐❣❤ ✈♦❧t❛❣❡s
❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❘❛❞✐❛♥t t❡st❡r✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞
♦♥❧② ❢♦r t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ▲❙▼❖ ❧❛②❡r ♦♥ t♦♣✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡r ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦♥st❛♥t ♦❢
❙❚❖ ✭ǫ = 200✮✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t❤❛t ♠♦r❡ t❤❛♥ ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t♦♣
❛♥❞ ❜♦tt♦♠ ❡❧❡❝tr♦❞❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❞r♦♣s ❛t t❤❡ ❇❚❖ ❧❛②❡r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✈♦❧t❛❣❡ ✇❡❧❧ ❜❡❧♦✇ ✶✵❱
s❤♦✉❧❞ ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t t♦ s✇✐t❝❤ t❤❡ ❢❡rr♦❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❇❚❖✱ ✐❢ ✐t ❜❡❤❛✈❡s ❢❡rr♦❡❧❡❝tr✐❝✳ ■♥
♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❧❡❛❦❛❣❡ ❝✉rr❡♥ts✱ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♦❧❡❞ ❞♦✇♥ t♦ ✼✵❑ ✐♥ t❤❡ PP▼❙ ❜②
♣❧❛❝✐♥❣ ✐t ♦♥ ❛ r❡s✐st✐✈✐t② ♣✉❝❦✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥t❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ❝♦♦❧✐♥❣ ❝❤❛♠❜❡r✳
❍②st❡r❡s✐s ❝✉r✈❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❡❛s✉r❡❞ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ✈♦❧t❛❣❡ r❛♥❣❡s ✉♣ t♦ ✺❱ ❛♥❞ ✈❛r②✐♥❣ ♠❡❛✲
s✉r❡♠❡♥t t✐♠❡s ✭✶ t♦ ✶✵✵♠s✮✳ ❆❧❧ Q ✈❡rs✉s V ❝✉r✈❡s s❤♦✇ t❤❡ s✐♠✐❧❛r s❤❛♣❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡
✽✳✽✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts r❡✈❡❛❧ t❤❡ t②♣✐❝❛❧ ❤②st❡r❡t✐❝ ❛rt❡❢❛❝ts ❦♥♦✇♥ ❢♦r ❧♦ss② ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♠❛t❡r✐✲
❛❧s✳ ❚❤❡ ♦♣❡♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡ ❛♥❞ t❤❡ r❡♠❛♥❡♥t ◗ ✈❛❧✉❡ ❛t ③❡r♦ ✈♦❧t❛❣❡ ❞♦ ♥♦t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦
❢❡rr♦❡❧❡❝tr✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ❜✉t ❛r❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ✐♥ ❢♦r♠✉❧❛ ✻✳✼✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❧❡❛❦❛❣❡
❝✉rr❡♥ts✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♥♦ ❢❡rr♦❡❧❡❝tr✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❘❛❞✐❛♥t t❡st❡r ✉♣
t♦ ♥♦✇✳ ■♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡❛s♦♥s ❢♦r t❤✐s✳ ❚❤❡ ❢❡rr♦❡❧❡❝tr✐❝ s✐❣♥❛❧ ♠✐❣❤t ❜❡ t♦♦
✇❡❛❦ t♦ ❜❡ ❝❧❡❛r❧② ✈✐s✐❜❧❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ str♦♥❣❡r ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❧♦ss s✐❣♥❛❧ ❝❛✉s❡❞ ❜② ❜♦t❤✱ t❤❡ ❙❚❖
❛♥❞ ❇❚❖ ❧❛②❡r✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ t❤❡ ❧❡❛❦❛❣❡ ❝✉rr❡♥ts ❝♦✉❧❞ ❜❡ t♦♦ str♦♥❣ ❛♥❞ ❛✈♦✐❞ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ♦❢ t❤❡
❡❧❡❝tr✐❝ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡t ❛ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❢❡rr♦❡❧❡❝tr✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ❛
♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ r❡❛s♦♥s ❢♦r t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❧♦ss ❝✉rr❡♥ts ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❞♦♥❡✳ ❚❤❡ ♠♦st
❧✐❦❡❧② ♦♥❡ t♦ ❝❛✉s❡ t❤❡ ❧❡❛❦❛❣❡ ❝✉rr❡♥ts ♣r♦❜❛❜❧② ✐s t❤❡ t♦♦ ❡①tr❡♠❡ s❛♠♣❧❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧②
✽✽
✽✳✸ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❞❡♣t❤ ♣r♦✜❧❡
t❤❡ ❇❚❖ ❧❛②❡r t❤✐❝❦♥❡ss✳ ❆ st✉❞② ♦❢ s♠❛❧❧❡r ❛r❡❛ ❝❛♣❛❝✐t♦rs ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❧❛②❡r str✉❝t✉r❡ ♠✐❣❤t
r❡✈❡❛❧ ❛ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦ss✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ■t ✐s ❛❧s♦ ♣❧❛♥♥❡❞ t♦ ❛♥❛❧②③❡
t❤❡ s❛♠♣❧❡s ❜② P✐❡③♦✲❋♦r❝❡✲▼✐❝r♦s❝♦♣② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❡ ❢❡rr♦❡❧❡❝tr✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦♥ s♠❛❧❧❡r
❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡s ❛♥❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ s✐③❡s✳
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❋✐❣✉r❡ ✽✳✽✿ ✭❛✮ ❊①❡♠♣❧❛r② ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ▲❙▼❖ ❧❛②❡r
♦♥ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ❇❚❖ ❧❛②❡r ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ ✶♠s✳ ◆♦ ❝❧❡❛r ❢❡rr♦❡❧❡❝tr✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ✈✐s✐❜❧❡✳ ❚❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡
◗✭❊✮ ❝✉r✈❡ ❧♦♦❦s ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦ ❛ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ❤②st❡r❡s✐s ❛rt❡❢❛❝ts ❝❛✉s❡❞ ❜② ❧✐♥❡❛r ✭✭❜✮
t♦♣ s❦❡t❝❤✮ ♦r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✭✭❜✮ ❜♦tt♦♠ s❦❡t❝❤✮ ❧♦ss② ❞✐❡❧❡❝tr✐❝✳ ❚❤❡ s❦❡t❝❤❡s ✐♥ ✭❜✮ ❛r❡ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❬✶✶✾❪✳
✽✳✸ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❞❡♣t❤ ♣r♦✜❧❡
❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❢❡rr♦❡❧❡❝tr✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❇❚❖ t❤✐♥ ✜❧♠s st✐❧❧ r❡♠❛✐♥s ❛
❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ t❛s❦ t♦ ❜❡ ❞♦♥❡✱ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❞❡♣t❤ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♥❛❧②③❡❞ ❜②
❳❘▼❙ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❢♦r t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts
✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✼✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠♦✉♥t❡❞ ❛♥❞ ❛❞❥✉st❡❞ ✐♥ ❛ ✇❛② t❤❛t t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❛♥❞
r❡✢❡❝t❡❞ ①✲r❛② ❜❡❛♠s ♣❛ss t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❣❛♣ ❧❡❢t ✐♥ t❤❡ ❣♦❧❞ ❡❧❡❝tr♦❞❡s✳ ❇② t❤✐s✱ t❤❡ str♦♥❣
❛❜s♦r♣t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ r❡s✉❧t ❢r♦♠ t❤❡ ❣♦❧❞ ❧❛②❡r✱ ✐s ❛✈♦✐❞❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ t♦♣ t✇♦ ❧❛②❡rs s❡❡♥ ❜②
t❤❡ ①✲r❛② ❜❡❛♠ ❛r❡ t❤❡ ❇❚❖ ❛♥❞ ▲❙▼❖ ❧❛②❡rs ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♣♣❧② ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞s
t♦ t❤❡ s❛♠♣❧❡✱ s♠❛❧❧ ❛♠♦✉♥ts ♦❢ ✐♥❞✐✉♠ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛tt❛❝❤❡❞ ♦♥ t❤❡ ❣♦❧❞ ♣❛❞s ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡s✳
❚♦ t❤❡ ✐♥❞✐✉♠ t❤✐♥ ❝♦♣♣❡r ✇✐r❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♠♣r❡ss❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❧❡❛❞ ♦✉t ♦❢ t❤❡ ❝r②♦st❛t t♦
❛ ❑❡✐t❤❧❡② ✈♦❧t♠❡t❡r✳ ❉❛t❛ ❤❛s ❜❡❡♥ t❛❦❡♥ ❢♦r ❜♦t❤ s❛♠♣❧❡s ❛t ✺✵✱ ✶✵✵ ❛♥❞ ✶✺✵❑✳ ❆t ❡❛❝❤
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❡♥❡r❣② s❝❛♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ▼♥ ▲II ❛♥❞ ▲III ❡❞❣❡s ❢r♦♠ ✻✸✵ t♦
✻✻✵ ❡❱ ❢♦r t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥❝✐❞❡♥t ❛♥❣❧❡s θ = ✺✱ ✶✵ ❛♥❞ ✷✵ ➦✳ ▲✐❦❡ ❢♦r t❤❡ ▲❙▼❖✴❙❚❖ s②st❡♠
❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✱ ❡❛❝❤ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✇❛s ❞♦♥❡ t✇✐❝❡ ❛t ♦♣♣♦s✐t❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s✳
❚❤❡ t✇♦ r❡s✉❧t✐♥❣ ❳▼❈❉ ❞❛t❛ s❡ts ❛r❡ s✉❜tr❛❝t❡❞ t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡rr♦r s✐❣♥❛❧ ❝❛✉s❡❞ ❜②
❛ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ▲❈P ❛♥❞ ❘❈P ❜❡❛♠✳
❆♥ ❡①❡♠♣❧❛r② s❡t ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❳▼❈❉ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❢♦r t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❇❚❖
♦♥ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ▲❙▼❖ ❧❛②❡r ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✽✳✾✳ ❙✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ▲❙▼❖✴❙❚❖ s②st❡♠ ✐♥ t❤❡
♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✱ ♥♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❳❘▼❙ s✐❣♥❛❧ ✐s
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✽ ❘❡s✉❧ts ❛♥❞ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ■■✿ ▲❛✵✳✺❙r✵✳✺▼♥❖✸✴❇❛❚✐❖✸
✈✐s✐❜❧❡✳ ❖♥❧② t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
t♦ t❤❡ ❞r♦♣ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡s✳
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❆ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ♦♥ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣r♦✜❧❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❢♦r ❛ ✈❛r✐❡t②
♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❇❚❖ ❧❛②❡r ♦♥ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ▲❙▼❖ s❛♠♣❧❡✳ ❆♥
✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣r♦✜❧❡ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ♠✉❝❤ str♦♥❣❡r ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ❢♦r t❤✐s s❛♠♣❧❡ t❤❛♥ ❢♦r t❤❡ ♦♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ▲❙▼❖ ❧❛②❡r ♦♥ t♦♣✱ s✐♥❝❡ t❤❡
▲❙▼❖✴❇❚❖ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐s t❤❡ t♦♣ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ▲❙▼❖ ❧❛②❡r✳ ❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❳❘▼❙
❞❛t❛ ✐s ♠✉❝❤ ♠♦r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ❝❤❛♥❣❡s ❛t t❤❡ t♦♣ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❧❛②❡r✳ ❉❛t❛ ❤❛s ❜❡❡♥
t❛❦❡♥ ❛❣❛✐♥ ❛t ✺✵✱ ✶✵✵ ❛♥❞ ✶✺✵❑✳ ❚❤❡ ❳▼❈❉ s✐❣♥❛❧ ✇❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t ❛ ❧♦t ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣❧✐❡❞
❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞s ✉♣ t♦ ✺❱✱ ❛❧s♦ ❛t ✵❱ ❛❢t❡r ❛♣♣❧②✐♥❣ +5 ♦r −5❱✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥t
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ t❛❦❡♥ ✐♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ♦❢ ✵✳✵✺❚ ❛♥❞ ❛t ③❡r♦ ✜❡❧❞✱ s✐♥❝❡
✐t ✐s ♥♦t ♦❜✈✐♦✉s ✉♥❞❡r ✇✐t❝❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣r♦✜❧❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❡❛s✐❡r t♦ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✳ ❉❛t❛
✇❛s ❛❧s♦ t❛❦❡♥ ❛❢t❡r ✜❡❧❞ ❝♦♦❧✐♥❣ ❛♥❞ ③❡r♦ ✜❡❧❞ ❝♦♦❧✐♥❣ t❤❡ s❛♠♣❧❡ t♦ ✺✵ ❛♥❞ ✶✵✵❑✳ ◆♦ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥
t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣r♦✜❧❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡t❡❝t❡❞ ❢♦r ❛♥② ♦❢ t❤❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ■♥ ✜❣✉r❡
✽✳✶✵ t❤r❡❡ s❝❛♥s ❛r❡ s❤♦✇♥ ❢♦r ③❡r♦✱ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♣♣❧✐❡❞ ❡❧❡❝tr✐❝ ✈♦❧t❛❣❡
❛t ✺✵❑✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✈✐s✐❜❧❡ ✐s ❛ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❝❛♥
♥♦t ❜❡ ❞✉❡ t♦ ❛♥ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡✛❡❝t✱ s✐♥❝❡ t❤❡ s❤❛♣❡ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣r♦✜❧❡ r❡♠❛✐♥s t❤❡ s❛♠❡✳
■t s❡❡♠s t♦ ❜❡ ✉♥❧✐❦❡❧②✱ t❤❛t ❛♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ✈♦❧t❛❣❡ ❝❤❛♥❣❡s t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t
♦❢ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ▲❙▼❖ ❧❛②❡r✳ ■t ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❝❧❛r✐✜❡❞✱ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ s❝❛❧✐♥❣ ✐s ❛♥
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛rt❡❢❛❝t ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡✳ ❖♥❡ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡❛s♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛ s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t
s❛♠♣❧❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ❜✉t✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❤✐❣❤ ✈♦❧t❛❣❡ ❞❛t❛ s❤♦✇s t❤❡ str♦♥❣❡st s✐❣♥❛❧✱ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
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♦♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ▲❙▼❖ ♦♥ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ❇❚❖ ❧❛②❡r ❛t ✺✵❑ ❛♥❞ ❛♥ ✐♥❝✐❞❡♥t ❛♥❣❧❡ ♦❢ ✺ ➦
✾✶
✽ ❘❡s✉❧ts ❛♥❞ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ■■✿ ▲❛✵✳✺❙r✵✳✺▼♥❖✸✴❇❛❚✐❖✸
♦♥ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ❇❚❖ ❧❛②❡r✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ ❤✐❣❤❡r ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞s ❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞
t♦ ❜❡ ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r t❤✐s s❛♠♣❧❡✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ s♠❛❧❧ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ ❙✐❖2✳ ❙✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s
s❛♠♣❧❡✱ ✉♣ t♦ ✈♦❧t❛❣❡s ♦❢ ✽❱ ♥♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ❳▼❈❉ ❞❛t❛ ✇❛s ❞❡t❡❝t❡❞✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ❛
❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❜r❡❛❦❞♦✇♥ ♦❝❝✉r❡❞ ❛❢t❡r ❛♣♣❧②✐♥❣ ✶✵❱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ s❤♦rt ❝✐r❝✉✐t t❤♦r✉❣❤ t❤❡ s❛♠♣❧❡✱
❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤✐s ✈♦❧t❛❣❡ ✇❛s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ ✇❡❧❧ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❜r❡❛❦❞♦✇♥ ✈♦❧t❛❣❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
❢✉rt❤❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ✇❛s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s s❛♠♣❧❡ ✇❛s ✉s❡❞ t♦ ❛♥❛❧②③❡ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡
✐♥❞✉❝❡❞ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ♦♥ ❚✐ ❛t t❤❡ ▲❙▼❖✴❇❚❖ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣r♦✜❧❡
✐♥ ▲❙▼❖✱ t❤✐s s❛♠♣❧❡ ✐s ❜❡tt❡r s✉✐t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❇❚❖ ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ t♦ ▲❙▼❖✳ ❋♦r
t❤✐s ♣✉r♣♦s❡ ❡♥❡r❣② s❝❛♥s ❛t ♠❛①✐♠✉♠ ✜❡❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❚✐ ▲II ❛♥❞ ▲III
❡❞❣❡s ❢r♦♠ ✹✺✵ t♦ ✹✼✺ ❡❱✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛t ✺✵❑ ❛♥❞ ❛♥ ✐♥❝✐❞❡♥t ❛♥❣❧❡ θ = ✺ ❞❡❣ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥
✜❣✉r❡ ✽✳✶✶✳ ❲✐t❤✐♥ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ♥♦ ✐♥❞✉❝❡❞ ♠♦♠❡♥t ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡t❡❝t❡❞ ♦♥
❚✐ ✭t❤❡ ❳▼❈❉ s✐❣♥❛❧ ✐♥ t❤❡ ♣❧♦t ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② ✶✵✮✳
❙✐♥❝❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ✈✐s✐❜❧❡ ♦♥ ♥❡✐t❤❡r t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♥♦r ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✱ ✐♥ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ ❞❛t❛ t❛❦❡♥ ❛t ✺✵❑ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣r♦✜❧❡
♦❢ t❤❡ ▲❙▼❖ ❧❛②❡r ❢♦r ❜♦t❤ s❛♠♣❧❡s q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ❜✐❣❣❡st ♦❜st❛❝❧❡ ❢♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐s
t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♥♦ ✐♥❞✐❝❡s ♦❢ r❡❢r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t♦✲♦♣t✐❝❛❧ ❝♦♥st❛♥ts ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ▲❙▼❖
✇✐t❤ ❞♦♣✐♥❣ ❧❡✈❡❧ x = 0.5✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ tr✐❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❞❛t❛ ❜② ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ❳▼❈❉
✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ s✐❣♥❛❧ ♦❢ ❛ t❤✐❝❦ ▲❙▼❖ st❛♥❞❛r❞ s❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡
❞❛t❛ ✇❛s t♦♦ ♥♦✐s② t♦ ❡①tr❛❝t r❡❧✐❛❜❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡ N(E) ❛♥❞ Q(E) ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡
✐♥❞✐❝❡s ♦❢ r❡❢r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t♦✲♦♣t✐❝❛❧ ❝♦♥st❛♥ts ❢♦r ▲❙▼❖ ✇✐t❤ ❞♦♣✐♥❣ ❧❡✈❡❧ x = 0.33 ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r t❤❛t t❤❡ ❡rr♦r ♠❛❞❡ ❜②
✉s✐♥❣ t❤❡ ✏✇r♦♥❣✑ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s ♥♦t t♦♦ ❜✐❣✱ s✐♥❝❡ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t t♦ t❤❡ P◆❘ ❞❛t❛ ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞
❡✈❡♥ ❢♦r s❛♠♣❧❡s ✇✐t❤ s✉♣♣♦s❛❜❧② ❞✐✛❡r❡♥t ▼♥3+✴▼♥4+ r❛t✐♦s✳
❚❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❇❚❖ ❧❛②❡r ♦♥ t♦♣✱ ✇❤✐❝❤ s❤♦✇❡❞ ❛ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❧✐❦❡ ❜❡❤❛✈✐♦r
✐♥ t❤❡ PP▼❙ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥✱ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✽✳✶✷✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤✱ t❤❡r❡ ❛r❡ s♦♠❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞❛t❛ ❛♥❞ t❤❡ ❜❡st ❢♦✉♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛ ❢♦r θ = ✶✺ ➦✱ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡
❳▼❈❉ s✐❣♥❛❧ ✐s r❡♣r♦❞✉❝❡❞ ✈❡r② ✇❡❧❧ ❜② t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✉♠❡❞✱ t❤❛t t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢
t❤❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s ✐s ❝❛✉s❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ N(Q) ❛♥❞ Q(E) ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❛ ❞♦♣✐♥❣ ❧❡✈❡❧ ♦❢ x = 0.33✳ ■♥
s♣✐t❡ ♦❢ t❤✐s✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❜❡st ✜t ❛r❡ ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ t❡♥❞❡♥❝✐❡s
❢♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ▲❙▼❖✴❙❚❖ s②st❡♠ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ s❛♠♣❧❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥✿ s✐♠✐❧❛r❧② t♦ t❤❡
r❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡ ▲❙▼❖✴❙❚❖ s❛♠♣❧❡s ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✼✱ t❤❡ ❜❡st s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ②✐❡❧❞ s❧✐❣❤t❧② t❤✐♥♥❡r ❧❛②❡r
t❤✐❝❦♥❡ss❡s t❤❛♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❳❘❘ ✭❛❜♦✉t ✺✪✮✳ ❙✐♥❝❡ ♥♦ ♦r ♦♥❧② s♠❛❧❧ t❤✐❝❦♥❡ss ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t✐❡s
❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❢♦r t❤❡ s❛♠♣❧❡s ❣r♦✇♥ ❜② ❖▼❇❊ ✭✇❤✐❝❤ ✇❛s ❛❧s♦ ♣r♦✈❡♥ ❜② ❳❘❘✮✱ t❤❡r❡ ♠✉st ❜❡
❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤❡ t❡♥❞❡♥❝② ♦❢ t❤✐♥♥❡r ❧❛②❡r t❤✐❝❦♥❡ss❡s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❳❘▼❙✳ ❆♣❛rt
❢r♦♠ t❤❛t✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✜t ❛r❡ ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❛♠♣❧❡
❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥✳ ❆ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✐s ❢♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ t❤❡ ▲❙▼❖ ❧❛②❡r✳
❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✐s ❛❜♦✉t ✸✵✪ ♦❢ t❤❡ ❜✉❧❦ ✈❛❧✉❡ ❢♦r ▲❙▼❖ ❤❛✈✐♥❣ ❛
❞♦♣✐♥❣ ❧❡✈❡❧ ♦❢ x = 0.33✳ ❚❤✐s ❝♦♥❢♦r♠s t♦ ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t ♣❡r ▼♥ ❛t♦♠ ♦❢ r♦✉❣❤❧② ✶µB✳ ■♥
❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ✐s ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ ❢♦r s❧✐❣❤t❧② r❡❞✉❝❡❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ t♦ t❤❡ ◆❜✿❙❚❖
s✉❜str❛t❡✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ str♦♥❣❧② r❡❞✉❝❡❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ❢♦r
❛ ♣✉r❡❧② ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♦r❞❡r✐♥❣✱ ✇❡ ❛❧r❡❛❞② ❛ss✉♠❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ PP▼❙ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts t❤❛t t❤❡
s❛♠♣❧❡ ❤❛s ❛ str♦♥❣ t❡♥❞❡♥❝② t♦ ❛♥ ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♦r❞❡r✳ ❚❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t ❛t
t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❝♦✉❧❞ ❛❣❛✐♥ ❜❡ ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ t❡♥s✐❧❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ str❛✐♥ ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ s✉❜str❛t❡ ✇❤✐❝❤
❢❛✈♦rs t❤❡ ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❛✲t②♣❡ ♦r❞❡r✳ ❋r♦♠ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣r♦✜❧❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✽✳✶✷ ♦♥❡ ❝❛♥
❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t ♦❢ ✵✳✾✹µB ♣❡r ▼♥ ❛t♦♠✳ ❚❤✐s ✈❛❧✉❡ ✐s s❧✐❣❤t❧② ❤✐❣❤❡r
t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ PP▼❙✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ✭❛t ❧❡❛st✮ t✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡❛s♦♥s ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡✿
■❢ ❜② ❳❘▼❙ ♦♥❧② ❛ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ r❡❛❧ ❝❤❡♠✐❝❛❧ t❤✐❝❦♥❡ss ✐s ♠❡❛s✉r❡❞✱ ❜✉t t❤❡ t♦t❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝
♠♦♠❡♥t ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❝♦rr❡❝t❧②✱ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s ❛ ❤✐❣❤❡r ♠♦♠❡♥t ♣❡r ▼♥ ❛t♦♠✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ t❤❡ s✐③❡
♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♦❢ 7.5×7.5♠♠2 ❝❛♥ ❝❛✉s❡ ❛ s②st❡♠❛t✐❝ ❡rr♦r ✐♥ t❤❡ PP▼❙ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✿ t❤❡ ♠♦r❡
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❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✷✿ ❳▼❈❉ s✐❣♥❛❧ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❇❚❖ ❧❛②❡r ♦♥ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ▲❙▼❖ ❧❛②❡r ❢♦r ❛❧❧ t❤r❡❡
✐♥❝✐❞❡♥t ❛♥❣❧❡s✳ ❚❤❡ s❧❛❜ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❢♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠ r✐❣❤t✳ ❖♥❧②
t❤❡ ❇❚❖ ❛♥❞ ▲❙▼❖ ❧❛②❡r ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❛r❡ s❤♦✇♥✳ ❚❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss❡s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t✐✈✐t② ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ❛rr♦✇ ✐♥❞✐❝❛t❡s ❛ ❧❛②❡r ✇✐t❤ ♥♦♥ ③❡r♦ ♠❛❣♥❡t✐❝ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❧❡♥❣t❤
❞❡♥s✐t②✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r t♦ t❤❡ r✐❣❤t ❣✐✈❡s t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ▲❙▼❖
❤❛✈✐♥❣ ❛ ❞♦♣✐♥❣ ❧❡✈❡❧ ♦❢ x = 0.33✳
✾✸
✽ ❘❡s✉❧ts ❛♥❞ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ■■✿ ▲❛✵✳✺❙r✵✳✺▼♥❖✸✴❇❛❚✐❖✸
❛ s❛♠♣❧❡ ❞❡✈✐❛t❡s ❢r♦♠ ❛ ♣♦✐♥t✲❧✐❦❡ s❤❛♣❡ ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♠♦r❡ ❞♦❡s
t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♠♦♠❡♥t ❞❡✈✐❛t❡ t♦ s♠❛❧❧❡r ✈❛❧✉❡s✳
❚❤❡ ❜❡st ✜t ❢♦r t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ▲❙▼❖ t♦♣ ❧❛②❡r ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✽✳✶✸✳ ❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱ ✐t ❝❛♥
❜❡ s❡❡♥✱ t❤❛t t❤❡ ❳▼❈❉ s✐❣♥❛❧ ✐s ❛❜♦✉t ✷✵ t✐♠❡s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ❢♦r t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❛♠♣❧❡✳ ❋r♦♠
t❤❡ PP▼❙ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t t❤❡ str♦♥❣ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✇❛s ❡①♣❡❝t❡❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❧✐❦❡
❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡r❡ ✐s st✐❧❧ ❛ ❝❧❡❛r ❳▼❈❉ s✐❣♥❛❧ ✈✐s✐❜❧❡✳ ❋♦r ❛♥ ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝
♠❛t❡r✐❛❧ t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ❝❛♥t❡❞ ♠♦♠❡♥ts ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❢❛❝t♦r t❤❛t ❤❛♠♣❡rs t❤❡ ❞❛t❛ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✿ ■t ✇❛s ❞✐s❝✉ss❡❞
❜❡❢♦r❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ s♠❛❧❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ❢♦r t❤❡ ▲❈P ❛♥❞ ❘❈P
①✲r❛② ❜❡❛♠✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ ❛♥ ❡rr♦♥❡♦✉s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❳▼❈❉ ❞❛t❛ ❛❢t❡r s✉❜tr❛❝t✐♥❣ t❤❡
▲❈P ❢r♦♠ t❤❡ ❘❈P ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳ ❚❤✐s ❡rr♦r s✐❣♥❛❧ ❝❛♥ ❜❡ ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ ❜② ♠❡❛s✉r✐♥❣ ♦♣♣♦s✐t❡
✜❡❧❞s ❛♥❞ s✉❜tr❛❝t✐♥❣ ❜♦t❤ ❳▼❈❉ s✐❣♥❛❧ ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❚❤✐s ✇♦r❦s ✈❡r② ✇❡❧❧ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱
❜✉t ✐t ♠✐❣❤t ❝❛✉s❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s t♦ t❤❡ ❞❛t❛ ♦❢ t❤❡ ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ s❛♠♣❧❡✿ ❙✐♥❝❡
t❤❡ ❡rr♦r s✐❣♥❛❧ ❤❛s ❛ r❡❧❛t✐✈❡ str❡♥❣t❤ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ s✐❣♥❛❧✱ ✐✳❡✳ ▲❈P ♣❧✉s ❘❈P✱
♦❢ ✵✳✺ t♦ ✵✳✼✪✱ ✐t ✐s ❛❧♠♦st ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❢♦r ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ s❛♠♣❧❡s✱ ❜✉t ✐t ✐s str♦♥❣❡r t❤❛♥ t❤❡
tr✉❡ ❳▼❈❉ s✐❣♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ s❛♠♣❧❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❤❡r❡ ✭✜❣✉r❡ ✽✳✶✹✮✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤
t❤❡ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ s❡❡♠s t♦ ✇♦r❦✱ ✐t ♠✐❣❤t ❛❞❞ s♦♠❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❞❛t❛✳
❉❡s♣✐t❡ ❛❧❧ t❤✐s✱ ✐t ✇❛s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ ♠♦st ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❢❛✐r❧② ❣♦♦❞✳ ❆❣❛✐♥ t❤❡
t❤✐❝❦♥❡ss❡s ❛r❡ s❧✐❣❤t❧② s♠❛❧❧❡r ❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❳❘❘ ❞❛t❛✱ ❜✉t r❡❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ s❛♠❡ ❛♠♦✉♥t
❛s ❢♦r t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣r♦✜❧❡ s❤♦✇s ❛ ✈❡r② s♠❛❧❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧
❤❛✈✐♥❣ ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✶✳✷✪ ❢♦r t❤❡ ✜rst ✸✷➴ ♦❢ t❤❡ ▲❙▼❖ ❧❛②❡r ❛♥❞ ✵✳✷✪ ❢♦r t❤❡ t♦♣ ✶✻➴✳ ❚❤❡
s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ s❡❡♠s t♦ ❜❡ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❢♦r ❛ ❝❛♥t❡❞ ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✳ ❚❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♠♦♠❡♥t ❛t t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♠✐❣❤t ❜❡ ❞✉❡ t♦ ❛ ❤✐♥❞❡r❡❞ ❝❛♥t✐♥❣ ❜② t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t②
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ❧❛②❡r✳ ■t ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❝❧❛r✐✜❡❞✱ t❤❛t t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r
t❤✐❝❦♥❡ss❡s ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥ts ❤❛✈❡ ♠✉❝❤ ❜✐❣❣❡r ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s t❤❛♥ ❢♦r t❤❡ ♦t❤❡r s❛♠♣❧❡ ♦r
❢♦r t❤❡ ❞❛t❛ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲❙▼❖✴❙❚❖ s②st❡♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣r♦✜❧❡ ✐s ❢❛✐r❧② ✜①❡❞
❜② t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❳▼❈❉ ❞❛t❛✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛t ❧❡❛st t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡
♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐s ❛ r♦❜✉st q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ r❡s✉❧t ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡s
♠✐❣❤t ♥♦t ❜❡ ❛s ❛❝❝✉r❛t❡ ❛s ❢♦r t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❛♠♣❧❡s✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t ❢❛❝t✱ s✐♥❝❡ s✐♠✐❧❛r
s✉❜t❧❡t✐❡s ❛r❡ ♣r♦❜❛❜❧② ♥♦t✱ ❜✉t ❞❡✜♥✐t❡❧② ♥♦t ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t✐♠❡ ❞❡t❡❝t❛❜❧❡ ❜② P◆❘✳ ■t
t❤❡r❡❢♦r❡ s❤♦✇s t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❳❘▼❙ ❢♦r ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ❡✈❡♥ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣r♦✜❧❡s
♦❢ s❛♠♣❧❡s ✇✐t❤ s♠❛❧❧ ❛✈❡r❛❣❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥ts✳
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❇❚❖ ✺✼➴
❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✸✿ ❳▼❈❉ s✐❣♥❛❧ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ▲❙▼❖ ❧❛②❡r ♦♥ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ❇❚❖ ❧❛②❡r ❢♦r ❛❧❧ t❤r❡❡
✐♥❝✐❞❡♥t ❛♥❣❧❡s✳ ❚❤❡ s❧❛❜ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❢♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠ r✐❣❤t✳ ❖♥❧②
t❤❡ ❇❚❖ ❛♥❞ ▲❙▼❖ ❧❛②❡r ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❛r❡ s❤♦✇♥✳ ❚❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss❡s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t✐✈✐t② ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ❛rr♦✇ ✐♥❞✐❝❛t❡s ❛ ❧❛②❡r ✇✐t❤ ♥♦♥ ③❡r♦ ♠❛❣♥❡t✐❝ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❧❡♥❣t❤
❞❡♥s✐t②✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r t♦ t❤❡ r✐❣❤t ❣✐✈❡s t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ▲❙▼❖
❤❛✈✐♥❣ ❛ ❞♦♣✐♥❣ ❧❡✈❡❧ ♦❢ x = 0.33✳
✾✺
✽ ❘❡s✉❧ts ❛♥❞ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ■■✿ ▲❛✵✳✺❙r✵✳✺▼♥❖✸✴❇❛❚✐❖✸
✲✵✳✵✵✸
✲✵✳✵✵✷
✲✵✳✵✵✶
✵
✵✳✵✵✶
✵✳✵✵✷
✵✳✵✵✸
✵✳✵✵✹
✵✳✵✵✺
✵✳✵✵✻
✵✳✵✵✼
✻✸✵ ✻✸✺ ✻✹✵ ✻✹✺ ✻✺✵ ✻✺✺ ✻✻✵
❳
▼
❈
❉
s✐
❣♥
❛❧
❬✪
❪
❊♥❡r❣② ❬❡❱❪
tr✉❡ ❳▼❈❉
❡rr♦r s✐❣♥❛❧
✭❛✮
✲✵✳✵✵✷
✲✵✳✵✵✶
✵
✵✳✵✵✶
✵✳✵✵✷
✵✳✵✵✸
✵✳✵✵✹
✵✳✵✵✺
✵✳✵✵✻
✵✳✵✵✼
✻✸✵ ✻✸✺ ✻✹✵ ✻✹✺ ✻✺✵ ✻✺✺ ✻✻✵
❳
▼
❈
❉
s✐
❣♥
❛❧
❬✪
❪
❊♥❡r❣② ❬❡❱❪
tr✉❡ ❳▼❈❉
❡rr♦r s✐❣♥❛❧
✭❜✮
❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✹✿ ❊rr♦r s✐❣♥❛❧ ❢♦r t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ t♦♣ ▲❙▼❖ ❧❛②❡r ❛t ✐♥❝✐❞❡♥t ❛♥❣❧❡s θ = ✺ ➦ ✭❛✮ ❛♥❞
θ = ✶✺ ➦ ✭❜✮✳ P❧♦tt❡❞ ❛r❡ t❤❡ ❳▼❈❉ s✐❣♥❛❧ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛t +✺✵✵❖❡ ❛♥❞ −✺✵✵❖❡ ✐♥ ❣r❡❡♥ ❛♥❞ ❜❧✉❡✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ❜♦t❤ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✭❜❧❛❝❦ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡✮ ❣✐✈❡s t❤❡ ❡rr♦r s✐❣♥❛❧✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
✭r❡❞✮ ✐s t❤❡ tr✉❡ ❳▼❈❉ s✐❣♥❛❧ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✽✳✶✸✳
✾✻
✾ ❙✉♠♠❛r②✱ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ❖✉t❧♦♦❦
■♥ t❤✐s ✇♦r❦ s✐♥❣❧❡ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ t❤✐♥ ✜❧♠s ♦❢ ♦①✐❞❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r❡♣❛r❡❞ ❛♥❞ ❛♥❛❧②s❡❞✳
❚❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r ❜♦t❤ s②st❡♠s ✇✐❧❧ ❜❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❛♥❞ ❛♥ ♦✉t❧♦♦❦ ❢♦r ♣♦ss✐❜❧❡ ❢✉t✉r❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts
✇✐❧❧ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳
▲❛✵✳✻✻❙r✵✳✸✸▼♥❖✸✲δ✴❙r❚✐❖✸
❚❤❡ ❛✐♠ ❢♦r t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤✐s s②st❡♠ ✇❛s ❛ ❞❡❡♣❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✉♥✉s✉❛❧ ♦❝❝✉r❡♥❝❡ ♦❢
❛♥ ❊①❝❤❛♥❣❡ ❇✐❛s ❡✛❡❝t ✭❊❇✮ ✐♥ t❤✐s s②st❡♠ r❡♣♦rt❡❞ ❜② ❩❤✉ ❡t ❛❧✳ ❬✶❪ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡r❡ ✐s ♥♦
♥♦♠✐♥❛❧ ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣r❡s❡♥t✳ ❙✐♥❣❧❡ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ▲❛✵✳✻✻❙r✵✳✸✸▼♥❖✸✲δ ✭▲❙▼❖✮ s✐♥❣❧❡
❛♥❞ ▲❛✵✳✻✻❙r✵✳✸✸▼♥❖✸✲δ✴❙r❚✐❖✸ ✭▲❙▼❖✴❙❚❖✮ ❜✐❧❛②❡rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r❡♣❛r❡❞ ❜② ❍✐❣❤ ❖①②❣❡♥
Pr❡ss✉r❡ ❙♣✉tt❡r ❉❡♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ P✉❧s❡❞ ▲❛s❡r ❉❡♣♦s✐t✐♦♥ ♦♥ ✭✵✵✶✮ ♦r✐❡♥t❡❞ ❙r❚✐❖✸ s✉❜str❛t❡s✳
❚❤❡ st♦✐❝❤✐♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ❧❛②❡rs ✇❛s ❝♦♥✜r♠❡❞ ❜② ❘❇❙ ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ♦①②❣❡♥ ❝♦♥t❡♥t✱ s✐♥❝❡ t❤❡
s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ❘❇❙ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♦①②❣❡♥ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥
t❤❡ ❧❛②❡rs✳
■t ✇❛s ♣♦ss✐❜❧❡✱ t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡❞ t❤❡ ❊❇ ❡✛❡❝t ✐♥ s❛♠♣❧❡s ❣r♦✇♥ ❜② s♣✉tt❡r ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ❜② ✈❛r②✐♥❣
t❤❡ ♦①②❣❡♥ ♣r❡ss✉r❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❣r♦✇t❤✳ ❲❤❡r❡❛s s❛♠♣❧❡s ❣r♦✇♥ ❛t ♦①②❣❡♥ ♣r❡ss✉r❡s ❤✐❣❤❡r
t❤❛♥ ✶✳✵♠❜❛r s❤♦✇❡❞ s②♠♠❡tr✐❝ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❤②st❡r❡s✐s ❝✉r✈❡s✱ s❛♠♣❧❡s ❣r♦✇♥ ❛t ❧♦✇❡r ♦①②❣❡♥
♣r❡ss✉r❡s r❡✈❡❛❧❡❞ ❛♥ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❜✐❛s ❡✛❡❝t✳ ❲✐t❤ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♦①②❣❡♥ ♣r❡ss✉r❡✱ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❜✐❛s
✜❡❧❞ ✇❛s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ✈❡r② str♦♥❣ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ s❛♠♣❧❡s
❣r♦✇♥ ❛t ❧♦✇❡r ♦①②❣❡♥ ♣r❡ss✉r❡s ❛r❡ ♦①②❣❡♥ ❞❡✜❝✐❡♥t✿ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❧❛tt✐❝❡ ❝♦♥st❛♥ts
❛♥❞ r❡❞✉❝❡❞ ❈✉r✐❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡t❡❝t❡❞✳ ❇♦t❤ ❡✛❡❝ts ❛r❡ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s
♦❢ ♦①②❣❡♥ ❞❡✜❝✐❡♥❝✐❡s ✐♥ ▲❙▼❖ ♦r ♦t❤❡r ♠❛♥❣❛♥✐t❡ t❤✐♥ ✜❧♠s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❝♦❡r❝✐✈❡
✜❡❧❞s ❛♥❞ r❡❞✉❝❡❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥ts ♣❡r ▼♥ ❛t♦♠ ❛r❡ ❛❧s♦ ✐♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ ♣r❡✈✐♦✉s ✜♥❞✐♥❣s✱
✇❤❡r❡ t❤❡② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ▲❙▼❖
✜❧♠s ❬✶✵✾✱✶✶✵❪✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞✱ ✇❤❡t❤❡r ❛♥❞ ❤♦✇ t❤❡ ♦①②❣❡♥ ❞❡✜❝✐❡♥❝✐❡s ❛r❡ ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❜✐❛s
❡✛❡❝t✱ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❞❡♣t❤ ♣r♦✜❧❡s ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❳✲r❛②
❘❡✢❡❝t♦♠❡tr② ✭❳❘❘✮✱ P♦❧❛r✐③❡❞ ◆❡✉tr♦♥ ❘❡✢❡❝t♦♠❡tr② ✭P◆❘✮ ❛♥❞ ❳✲r❛② ❘❡s♦♥❛♥t ▼❛❣❡♥t✐❝
❙❝❛tt❡r✐♥❣ ✭❳❘▼❙✮✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ t❛❦❡♥ ❜② t❤❡ t✇♦ ❝♦♠♣❧✐♠❡♥t❛r②
♠❡t❤♦❞s ②✐❡❧❞ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝❛❧❧② ♦r❞❡r❡❞ ▲❙▼❖ ❧❛②❡r ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✇✐t❤♦✉t ❡①❝❤❛♥❣
❜✐❛s ❡✛❡❝t✳ ■♥ ❝♦♥tr❛r②✱ ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ❣r♦✇♥ ❛t ❧♦✇❡r ♦①②❣❡♥ ♣r❡ss✉r❡s✱ ❛ r❡❣✐♦♥ ✇✐t❤ str♦♥❣❧②
r❡❞✉❝❡❞ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✇❛s ❞❡t❡❝t❡❞ ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ t♦ t❤❡ ❙❚❖ s✉❜str❛t❡✳ ❚❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤✐s
✐♥t❡r❢❛❝❡ r❡❣✐♦♥ ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❜✐❛s ❡✛❡❝t✳
❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❜✐❛s ✐♥ t❤✐s s②st❡♠ ♦♥ t❤❡ ❜❛s❡s ♦❢ t❤❡ str❛✐♥ ✈❡rs✉s ❞♦♣✐♥❣ ♣❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠
❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❜② ❋❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✶✶✻❪ ❛♥❞ ❑♦♥✐s❤✐ ❡t ❛❧✳ ❬✻✸❪✿ ❇② ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♦①②❣❡♥ ❞❡✜❝✐❡♥❝② ❛♥❞
str❛✐♥✱ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✲♥❡❛r ▲❙▼❖ ❝❛♥ s❤✐❢t t♦ t❤❡ ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠✳
❚❤❡ ♠❛❥♦r ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ▲❙▼❖ ❧❛②❡r✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ str❛✐♥ ✐s r❡❧❡❛s❡❞ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✲ ♦r ❛t ❧❡❛st ♣❛rt❧②
✲✱ t❤❡♥ ♦r❞❡rs ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝❛❧❧②✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ t❤❡ ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ r❡❣✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❝❛♥
❞❡✜♥❡ t❤❡ ♣r❡❢❡rr❡❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ▲❙▼❖
✾✼
✾ ❙✉♠♠❛r②✱ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ❖✉t❧♦♦❦
❧❛②❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥❡❡❞❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝r❡❛t❡ ❛♥ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❜✐❛s ❡✛❡❝t✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡ t❤❛t
s✐♥❝❡ t❤❡ ❊❇ ❡✛❡❝t ✐s ♣✉r❡❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ▲❙▼❖ ❧❛②❡r ❛♥❞ t❤❡ ❙❚❖ s✉❜str❛t❡ ✐s ♦♥❧② ♥❡❡❞❡❞ t♦
♠❡❞✐❛t❡ t❤❡ str❛✐♥✱ ♦♥❡ ✐s ♥♦t ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ❤❛✈✐♥❣ t♦ ❝❤♦s❡ ❛♥ ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t ♦♥ t❤❡ ♦♥❡ s✐❞❡ ❛♥❞
❛ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ✐♥t❡r❢❛❝❡ t♦ ❝r❡❛t❡ ❛♥ ❊❇ ❡✛❡❝t✳ ❚❤✐s ♦♣❡♥s ✉♣
t❤❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② ♦❢ ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❛s ❧♦♥❣ ❛s ✐t s❡ts t❤❡ r✐❣❤t str❛✐♥
t♦ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❧❛②❡r✳ ❆s ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ ♦♥❡ ❧❛②❡r ♥❡❡❞ ♥♦t t♦ ❜❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❛t ❛❧❧✱ ❜✉t ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡
♦t❤❡r ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ♣♦ss✐❜❧② ❝r❡❛t❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ♥❡✇ ❛♥❞ ♠♦r❡ ✈❡rs❛t✐❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t✐❡s✳
❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ s✐♥❣❧❡ r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❜❡ ♣✉t t♦❣❡t❤❡r t♦ ❛ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢
t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❜✐❛s ❡✛❡❝t ✐♥ t❤❡ ▲❙▼❖ s✐♥❣❧❡ ❛♥❞ ▲❙▼❖✴❙❚❖ ❜✐❧❛②❡rs✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♦♣❡♥ q✉❡st✐♦♥s✱
✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♦❢ ❜✐❣ ✐♥t❡r❡st ❢♦r ❢✉t✉r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s✿ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦♦❢ t❤❛t t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐s ❝❛✉s❡❞ ❜② str❛✐♥✱ ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥
t❤❡ ▲❙▼❖ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❞♦♥❡ ❞❡♣t❤ r❡s♦❧✈❡❞✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ❛t ❧❛❜♦r❛t♦r② ①✲r❛② ✐♥str✉♠❡♥ts
✐s ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t ❢♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ t❤❡s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛t ❛ s②♥❝❤r♦tr♦♥ s♦✉r❝❡✳
■♥st❡❛❞ ♦❢ ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ s❛♠♣❧❡s✱ ♣r❡♣❛r✐♥❣ ❛ s❡t ♦❢ ✈❡r② t❤✐♥ ▲❙▼❖ ❧❛②❡rs ♦❢ ✈❛r②✐♥❣
❧❛②❡r t❤✐❝❦♥❡ss❡s ✉♥❞❡r t❤❡ s❛♠❡ ❣r♦✇t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♠✐❣❤t ❜❡ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t❡ ✇❛② t♦ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤✐s
q✉❡st✐♦♥✳ ■♥ t❤❡s❡ s❛♠♣❧❡s ✐t ♠✐❣❤t ❜❡ ❡❛s✐❡r t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❧❛t✲
t✐❝❡ ❝♦♥st❛♥t ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ ❙❚❖ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ ✐t ♠✐❣❤t ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣
t♦ ❛♥❛❧②③❡✱ ❤♦✇ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ❛❧t❡r ❛❢t❡r ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ t❤❡♠ ✐♥ ✈❛❝✉✉♠ ❛♥❞ ♦①②❣❡♥
❛t♠♦s♣❤❡r❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ r❡♣♦rt❡❞ ❜② ♦t❤❡r ❣r♦✉♣s ❬✶✷✵❪ t❤❛t t❤❡ ♦①②❣❡♥ st♦✐❝❤✐♦♠✲
❡tr② ❝❛♥ ❜❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ❡✈❡♥ ❛❢t❡r t❤❡ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♦♥❡
s❤♦✉❧❞ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡✱ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❜✐❛s ❝❛♥ ❜❡ s❤✐❢t❡❞ t♦ ❧❛r❣❡r ♦r s♠❛❧❧❡r ✈❛❧✲
✉❡s ❜② s✉❝❤ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ tr❡❛t♠❡♥ts✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❡①❛❝t ♠❛❣♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦♥ ❛ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❧❡♥❣t❤
s❝❛❧❡ ✲ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ♥❡❛r ✐♥t❡r❢❛❝❡ r❡❣✐♦♥ ✲ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ r❡s♦❧✈❡❞✳ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♠❛❣♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ▲❙▼❖ ❧❛②❡rs ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛♥❛❧②s❡❞ ❜② ♦✛✲s♣❡❝✉❧❛r P◆❘✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ P♦❧❛r✐③❡❞ ◆❡✉tr♦♥ ❉✐✛r❛❝t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡❝t ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❛❣✲
♥❡t✐❝ r❡✢❡❝t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝❛✉s❡❞ ❜② ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡s✳ ❊✳❣✳
❛♥ ❧❛②❡r❡❞ ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♦r❞❡r ✇♦✉❧❞ ❣✐✈❡ r✐s❡ t♦ ❤❛❧❢✲✐♥t❡❣❡r r❡✢❡❝t✐♦♥s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞♦✉❜❧✐♥❣
♦❢ t❤❡ ✉♥✐t ❝❡❧❧✳ ❇♦t❤ ♥❡✉tr♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts r❡q✉✐r❡ t❤❡ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ ▲❙▼❖✴❙❚❖ s✉♣❡r❧❛tt✐❝❡s✱
s✐♥❝❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ❛r❡ t♦♦ s♠❛❧❧ ❢♦r s✐♥❣❧❡ ♦r ❜✐❧❛②❡r s❛♠♣❧❡s✳ ❆♥♦t❤❡r ♣r♦♠✐s✐♥❣
❡①♣❡r✐♠❡♥t t♦ r❡✈❡❛❧ ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ r❡❣✐♦♥s ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ♠✐❣❤t ❜❡ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❳✲r❛②
▼❛❣♥❡t✐❝ ▲✐♥❡❛r ❉✐❝❤r♦✐s♠ ✭❳▼▲❉✮✿ s✐♥❝❡ t❤❡ ❳▼▲❉ s✐❣♥❛❧ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ sq✉❛r❡ ♦❢ t❤❡
♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥ts✱ ✐t ✐s ❛❧s♦ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡s✳ ❇② s✉❜tr❛❝t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥tr✐✲
❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ t♦ t❤❡ ❳▼▲❉ s✐❣♥❛❧✱ ♦♥❡ ♠❛② ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦✈✐❞❡
❡✈✐❞❡♥❝❡ ❢♦r ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♦r❞❡r❡❞ r❡❣✐♦♥s ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ❇② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t
✐♥ r❡✢❡❝t♦♠❡tr② ❣❡♦♠❡tr② ✲ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❳▼❈❉ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✲✱ ✐t ♠✐❣❤t ❡✈❡♥ ❜❡
♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❣❛✐♥ ❞❡♣t❤ r❡s♦❧✈❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❛♥❞
t❤✉s ❣❡t ❛ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡ ✐♥ t❤❡ ▲❙▼❖✴❙❚❖ s②st❡♠✳ ❇②
t❤✐s✱ ✐t ♠✐❣❤t ♥♦t ♦♥❧② ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♣r♦♦❢✱ t♦ ✇❤❛t ❡①t❡♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ r❡❣✐♦♥ ✐s ♦r❞❡r❡❞ ❛♥t✐❢❡r✲
r♦♠❛❣♥❡t✐❝❛❧❧②✳ ❖♥ ♠✐❣❤t ❛❧s♦ ❣❛✐♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❧❛②❡rs ✐s
♦r❞❡r❡❞ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s❧② ♦r ✇❤❡t❤❡r t❤❡r❡ ❛r❡ ❛❧s♦ ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ r❡❣✐♦♥s ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤✐s ♣❛rt
♦❢ t❤❡ ❧❛②❡r✳ ❚❤✐s ♠✐❣❤t ❧❡❛❞ t♦ ❛ ❞❡❡♣❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t✐❡s ✐♥ t❤❡
♦①②❣❡♥ ❞❡✜❝✐❡♥t ▲❙▼❖ ❧❛②❡rs✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❜❡❧✐❡✈❡❞ t♦ ❝❛✉s❡ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥
❝❤❛♣t❡r ✼✳✷ ✭❡♥❤❛♥❝❡❞ ❝♦❡r❝✐✈❡ ✜❡❧❞s✱ ❧♦✇❡r ❈✉r✐❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✱ ❧♦✇❡r s❛t✉r❛t✐♦♥ ♠♦♠❡♥ts✮✳
▲❛✵✳✺❙r✵✳✺▼♥❖✸✴❇❛❚✐❖✸
❇✉rt♦♥ ❡t ❛❧✳ ♣r♦♣♦s❡❞ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❝r❡❛t✐♥❣ ❛♥ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ♠✉❧t✐❢❡rr♦✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧ ❜② ❛rr❛♥❣✐♥❣
▲❛✵✳✺❙r✵✳✺▼♥❖✸ ❛♥❞ ❇❛❚✐❖✸ ✐♥ ❛ t❤✐♥ ✜❧♠ s②st❡♠ ❬✷❪✳ ❚❤❡✐r t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s r❡s✉❧t❡❞
✐♥ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ▲❙▼❖ ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❜② s✇✐t❝❤✐♥❣
✾✽
t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❇❚❖ ❧❛②❡r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ▲❛✵✳✺❙r✵✳✺▼♥❖✸✴❇❛❚✐❖✸ ❜✐❧❛②❡rs ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ♣r❡♣❛r❡❞ ❜② ❖①✐❞❡ ▼♦❧❡❝✉❧❛r ❇❡❛♠ ❊♣✐t❛①② ✭❖▼❇❊✮✳ ❚❤❡ st♦✐❝❤✐♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡s
❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② ❡✈❛♣♦r❛t✐♦♥ r❛t❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣r✐♦r ❛♥❞ ❛❢t❡r t❤❡ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥✳ ❊♣✐t❛①✐❛❧
❧❛②❡r✲❜②✲❧❛②❡r ❣r♦✇t❤ ✇❛s ❝♦♥✜r♠❡❞ ❜② ✐♥✲s✐t✉ ❘❍❊❊❉ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤❡ ◆❜ ❞♦♣❡❞ ❙❚❖ s✉❜str❛t❡
❛♥❞ ❛ ❣♦❧❞ ❧❛②❡r s♣✉tt❡r❡❞ ♦♥ t♦♣ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❛s ❛ ❜♦tt♦♠ ❛♥❞ t♦♣ ❡❧❡❝tr♦❞❡✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❢♦r t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝♦♥t❛❝t✐♥❣✳ ❚❤❡ ✐♥t❡♥t✐♦♥ t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❞❡♣t❤ ♣r♦✜❧❡
❜② ❳❘▼❙ ❛♥❞ P◆❘ ❧✐♠✐t❡❞ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss❡s ♦❢ t❤❡ ▲❙▼❖ ❛♥❞ ❇❚❖ ❧❛②❡r t♦ ✈❛❧✉❡s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥
✶✺ ✉✳❝✳✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❧❡❛❦❛❣❡ ❝✉rr❡♥ts ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡s✱ ✇❤❡♥ ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞
✐s ❛♣♣❧✐❡❞✱ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥s✉❧❛t✐♥❣ ❧❛②❡r ✇❛s ♣❧❛❝❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t♦♣ ❛♥❞ ❜♦tt♦♠ ❡❧❡❝tr♦❞❡✳
❆t♦♠✐❝❛❧❧② s♠♦♦t❤ ✐♥t❡r❢❛❝❡s ❛♥❞ ❤✐❣❤ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ q✉❛❧✐t② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡t❡❝t❡❞ ❜② ❳❘❘ ❛♥❞ ❳❘❉✳
❚❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ str♦♥❣❧② ❞❡♣❡♥✲
❞❡♥t ♦♥ t❤❡ st❛❝❦✐♥❣ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ❇❚❖ ❛♥❞ ▲❙▼❖ ❧❛②❡rs✿ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❇❚❖
❧❛②❡r ♦♥ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ▲❙▼❖ ❧❛②❡r s❤♦✇❡❞ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r✱ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡
❛rr❛♥❣❡♠❡♥t r❡✈❡❛❧❡❞ ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ s✐❣♥❛t✉r❡ ✐♥ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❙✐♥❝❡ ❜♦t❤ s❛♠♣❧❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❣r♦✇♥ ✉♥❞❡r t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤✐s ♣r♦♦✈❡s t❤❛t
t❤❡ st♦✐❝❤✐♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ▲❙▼❖ ✜❧♠s ✐s ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ✈❛❧✉❡✱ ♥❛♠❡❧② ❛t t❤❡ ❜♦r❞❡r ✐♥
t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❛♥❞ ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ r❡❣✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥
❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤✐♥ ❇❚❖ ❧❛②❡rs r❡♠❛✐♥s t❤❡ ♠❛❥♦r ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥
t❤✐s s②st❡♠✳ ❙♦ ❢❛r ♥♦ ❝❧❡❛r ♣r♦♦❢ ♦❢ ❢❡rr♦❡❧❡❝tr✐❝✐t② ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ t❤✐♥ ✜❧♠ s❛♠♣❧❡s✳
❚❤❡ ❳❘▼❙ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❞✐❞ ♥♦t r❡✈❡❛❧ ❛♥② ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝ ✈♦❧t❛❣❡
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t♦♣ ❛♥❞ ❜♦tt♦♠ ❡❧❡❝tr♦❞❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ♦♥ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ t❤❡ ▲❙▼❖
❧❛②❡r✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❞✉❡ t♦ t✇♦ r❡❛s♦♥s✿ ✐♥ ❝♦♥tr❛r② t♦ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✱ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣
♦❢ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❇❚❖ ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ❞♦❡s ♥♦t ❝❛✉s❡ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣r♦✜❧❡ ❛t t❤❡
✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❖r✱ s❡❝♦♥❞❧②✱ t❤❡ t❤✐♥ ❇❚❖ ❧❛②❡r ✐s ♥♦t ❢❡rr♦❡❧❡❝tr✐❝ ❛t ❧❡❛st ♥♦t ♦♥ t❤❡ ❧❛r❣❡ ❧❡♥❣t❤
s❝❛❧❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✇❛s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝
♣r♦✜❧❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡s q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧② ❜② s✐♠✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ✐♥
❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥✿ ❛ ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t
✇❛s ❞❡t❡❝t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ s❛♠♣❧❡ t❤❛♥ ❢♦r t❤❡ ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♦♥❡✳ ❚❤❡ s♠❛❧❧ ♥♦♥✲
③❡r♦ ♥❡t ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ s❛♠♣❧❡ ♣r♦❜❛❜❧② ✐s ❝❛✉s❡❞ ❜② t✐❧t❡❞ ♠❛❣♥❡t✐❝
♠♦♠❡♥ts ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳ ❚❤❡ t✐❧t✐♥❣ s❡❡♠s t♦ ❜❡
s✉♣♣r❡ss❡❞ ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ t♦ ❛✐r✳ ❊s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ s❛♠♣❧❡ ♣r♦♦❢s
t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❳❘▼❙ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡✿ ❊✈❡♥ ✐♥ s❛♠♣❧❡s ✇✐t❤ ✈❡r② ✇❡❛❦ ♠❛❣♥❡t✐❝
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✐♦♥s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧❡♥❝❡ st❛t❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ♣r❡❢❡rr❡❞ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♦r❞❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡
♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥ts✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❢✉rt❤❡r ❙❊ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❝❛♥ ♦❝❝✉r ❛❧s♦ ❜❡t✇❡❡♥
▼♥ ✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧❡♥❝② ✈✐❛ t❤❡ eg ♦r❜✐t❛❧s✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ d ♦r❜✐t❛❧s✱ t❤❡ s❡♠✐✲❡♠♣✐r✐❝❛❧ ●♦♦❞❡♥♦✉❣❤✲❑❛♥❛♠♦r✐ r✉❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦
♣r❡❞✐❝t t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❙❊ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✐♥ ▲❙▼❖ ❬✺✺✕✺✼❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾
✷✳✹ ❖r❜✐t❛❧ ♦r❞❡r ✐♥ ▲▼❖ ❞✉❡ t♦ ❏❛❤♥✲❚❡❧❧❡r ❞✐st♦rt✐♦♥s✳ ❇② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ●♦♦❞❡♥♦✉❣❤✲
❑❛♥❛♠♦r✐ r✉❧❡s ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♦r❞❡r ✐♥ t❤❡ ①✲②✲♣❧❛♥❡ ❛♥❞ ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣✲
♥❡t✐❝ ♦r❞❡r ❛❧♦♥❣ ③✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ t♦t❛❧ ✐♥ ❛♥ ❛✲t②♣❡ ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♦r❞❡r✳ ❚❤❡
❡♠♣t② dx2−y2 ♦r❜✐t❛❧s ❛r❡ ♥♦t ❞❡♣✐❝t❡❞✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵
✷✳✺ ▼❛❣♥❡t✐❝ ♣❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠s ♦❢ ▲❛✶✲①❙r①▼♥❖✸✳ ❛✮ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✈❡rs✉s ❞♦♣✐♥❣ ❧❡✈❡❧
♣❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❬✺✷❪✳ ❜✮ ❙tr❛✐♥ ✈❡rs✉s ❞♦♣✐♥❣ ❧❡✈❡❧ ♣❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠ t❛❦❡♥
❢r♦♠ ❬✻✷❪ ✭❖r✐❣✐♥❛❧ ❞❛t❛ ❜② ❬✻✸❪✮✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❤❛s❡s
❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t ❞✐❛❣r❛♠✳ ❚❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❜② ❬✻✹❪✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶
✸✳✶ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊①❝❤❛♥❣❡ ❇✐❛s ❡✛❡❝t✿ ❲❤❡♥ ❝♦♦❧❡❞ ✐♥ ✜❡❧❞✱ t❤❡ ❢❡rr♦✲
♠❛❣♥❡t ♦r❞❡rs ❛t t❤❡ ❈✉r✐❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ TC ✭✶✮✳ ❋✉rt❤❡r ❝♦♦❧✐♥❣ r❡s✉❧ts ✐♥ ♦r❞❡r✐♥❣
♦❢ t❤❡ ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛t TN ✭✷✮✳ ■♥ t❤✐s s✐♠♣❧❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ❧❛②❡r❡❞
❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧✱ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ s♣✐♥s ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜②
t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❡♥❡r❣② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t ❛♥❞ ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✳ ❉✉❡ t♦ t❤✐s
♣✐♥♥✐♥❣ ❜② t❤❡ ✉♥❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞ s♣✐♥s ♦❢ t❤❡ ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✱ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t r❡s✐sts t♦ ❜❡✐♥❣ t✉r♥❡❞ t♦ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❜② s✇✐t❝❤✐♥❣
t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✭✸✮✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ ❝♦❡r❝✐✈❡ ✜❡❧❞ ❜❡❝♦♠❡s ❜✐❣❣❡r ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡
❝❛s❡✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t ✐s ♥♦t ❝♦✉♣❧❡❞ t♦ t❤❡ ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t ✭✹✮✳ ❖♥ t❤❡
♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ✐s s✇✐t❝❤❡❞ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝♦♦❧✐♥❣ ✜❡❧❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱
t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t ❛❧r❡❛❞② r❡✈❡rs❡s ❛t ❛ ❧♦✇❡r ✜❡❧❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
r❡t✉r♥ t♦ t❤❡ ❡♥❡r❣❡t✐❝❛❧❧② ❢❛✈♦r❡❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✭✺✮✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t t❤❡ ❤②st❡r❡s✐s ❝✉r✈❡
✐s s❤✐❢t❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❛①✐s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹
✹✳✶ ❙❝❛tt❡r✐♥❣ ❣❡♦♠❡tr② ❢♦r ❛ ❣❡♥❡r❛❧ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡✈❡♥t ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ✇✐t❤ ✐♥❝♦♠✐♥❣
✇❛✈❡✈❡❝t♦r ki ❛♥❞ ♦✉t❣♦✐♥❣ ✇❛✈❡✈❡❝t♦r kf ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽
✹✳✷ P❧♦t ♦❢ t❤❡ ▲❛✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ◆❂✺ ❛♥❞ ◆❂✶✵ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵
✹✳✸ ❉❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ s②♠❜♦❧s ❢♦r t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ r❡✢❡❝t♦♠❡tr② ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶
✶✵✼
❇✳ ▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s
✹✳✹ ●r❛♣❤✐❝❛❧ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♥♦♥✲s❡♥s✐t✐✈✐t② t♦ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡s ✐♥ ❛
r❡✢❡❝t♦♠❡tr② ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✭t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❬✼✻❪✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷
✹✳✺ ❘❡✢❡❝t♦♠❡tr② ❢r♦♠ ❛ s✐♥❣❧❡ ❧❛②❡r✿ ❚❤❡ ♣❛t❤ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜❡❛♠ r❡✢❡❝t❡❞
❛t t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❇r❛❣❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ❝♦♥str✉❝t✐✈❡
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✹✳✻ ❙❝❛tt❡r✐♥❣ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ P◆❘ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✿ ❚❤❡ ❯♣✲❯♣ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐s s❤♦✇♥✱ ✐✳❡✳
t❤❡ s♣✐♥s ♦❢ ❜♦t❤ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❛♥❞ r❡✢❡❝t❡❞ ♥❡✉tr♦♥s ❛r❡ ♦r✐❡♥t❡❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡
❛♣♣❧✐❡❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ~H✳ ~H ❝❛✉s❡s ❛ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ~M ✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝
✐♥❞✉❝t✐♦♥ ~B = µ0( ~H + ~M) ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ t✇♦ ✐♥ ♣❧❛♥❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts B‖ ❛♥❞ B⊥✳ ✷✺
✹✳✼ ❋✐❣✉r❛t✐✈❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ♣r♦❝❡ss❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜②
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✹✳✽ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ ❳▼❈❉✳ ❉❡♣✐❝t❡❞ ✐s t❤❡ ❜❛♥❞ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❛t♦♠✐❝
❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ 3d ♠❡t❛❧ ✇✐t❤ ❤❛❧❢ ✜❧❧❡❞ ❞✲♦r❜✐t❛❧✳ ❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞
❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ q ❢♦ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ✭✰✶
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❘❈P✱ ✲✶ t♦ ▲❈P✮ ❢♦r t❤❡ L3 ❛♥❞ L3 ❡❞❣❡s✳ ❖♥ t❤❡ ❧❡❢t ❤❛♥❞ s✐❞❡✱
t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s✉♠ ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ s✐❣♥❛❧ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝✐r❝✉❧❛r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥s
✐s s❤♦✇♥✳ ❆✱❇ ❛♥❞ ❈ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ s✉♠ r✉❧❡s ✭❢♦r♠✉❧❛
✭✹✳✸✵✮ ❛♥❞ ✭✹✳✸✶✮✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽
✹✳✾ ❙❝❛tt❡r✐♥❣ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ❳❘▼❙ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✿ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❝✐r❝✉❧❛r ♣♦❧❛r✐③❡❞
❜❡❛♠ ✐s r❡✢❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ P◆❘ s❝❛tt❡r✐♥❣
❣❡♦♠❡tr②✱ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥ ♣❧❛♥❡✳ ❚❤✐s ❛❧s♦ r❡s✉❧ts ✐♥
❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐♥ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣❧❛♥❡✱ ✐✳❡✳ B‖ = 0✳ ■♥ t❤✐s
❝❛s❡ t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ t❡♥s♦r ǫ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ✭✹✳✸✸✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾
✺✳✶ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❣r♦✇t❤ ♠♦❞❡s ❢♦r ❤♦♠♦❡♣✐t❛①✐❛❧ ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ❤❡t❡r♦❡♣✐t❛①✐❛❧
❣r♦✇t❤ ✭r✐❣❤t✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✷
✺✳✷ ❙❦❡t❝❤ ♦❢ t❤❡ ❍❙❉ ❝❤❛♠❜❡r ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳ ❚❤❡ ♣✐❝t✉r❡ s❤♦✇s t❤❡ ♦①②❣❡♥
♣❧❛s♠❛ ❜✉r♥✐♥❣ ❛t t❤❡ t❛r❣❡t ❞✉r✐♥❣ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❧♦✇❡r ♣❛rt t❤❡ s❤✐❡❧❞✐♥❣ ♦❢
t❤❡ s✉❜str❛t❡ ❤❡❛t❡r ✐s ✈✐s✐❜❧❡✳ ❚❤❡ s✉❜str❛t❡ ✐s ❞❡♣♦s✐t❡❞ ♦♥ t♦♣ ♦❢ ✐t ❢❛❝✐♥❣ t❤❡
t❛r❣❡t✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸
✺✳✸ ❙❦❡t❝❤ ♦❢ t❤❡ P▲❉ ❝❤❛♠❜❡r ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳ ❚❤❡ ♣✐❝t✉r❡ s❤♦✇s t❤❡ ♦①②❣❡♥
♣❧❛s♠❛ ❜✉r♥✐♥❣ ❛t t❤❡ t❛r❣❡t ❞✉r✐♥❣ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❧♦✇❡r ♣❛rt t❤❡ s❤✐❡❧❞✐♥❣ ♦❢
t❤❡ s✉❜str❛t❡ ❤❡❛t❡r ✐s ✈✐s✐❜❧❡✳ ❚❤❡ s✉❜str❛t❡ ✐s ❞❡♣♦s✐t❡❞ ♦♥ t♦♣ ♦❢ ✐t ❢❛❝✐♥❣ t❤❡
t❛r❣❡t✳ ❋✐❣✉r❡ ✐s t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❬✾✼❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✺
✺✳✹ P✐❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❖▼❇❊ s②st❡♠ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✻
✻✳✶ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘❍❊❊❉ ✐♥t❡♥s✐t② ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✉❧❛r ✐♥t❡♥✲
s✐t② ❞✉r✐♥❣ ❧❛②❡r ❜② ❧❛②❡r ❣r♦✇t❤✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ r❛t❡ θ✱ t❤❡ r♦✉❣❤♥❡ss
♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ♦✛✲s♣❡❝✉❧❛r s❝❛tt❡r✐♥❣ ✐♥❝r❡❛s❡s r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ s♣❡❝✉❧❛r ✐♥t❡♥s✐t②✳ ❆❢t❡r ❛rr✐✈✐♥❣ ❛t ❛ ♠✐♥✐✉♠ ❢♦r θ = 0.5✱ t❤❡ s♣❡❝✉❧❛r ✐♥✲
t❡♥s✐t② ✐♥❝r❡❛s❡s ❛❣❛✐♥ ✉♥t✐❧ ✐t r❡t✉r♥s t♦ ❛ ♠❛①✐♠✉♠✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❧❛②❡r ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❞✳ ✸✽
✻✳✷ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ❞r❛✇✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❆❋▼ ✐♥str✉♠❡♥t ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❬✾✼❪✳ ✳ ✳ ✸✾
✻✳✸ ❙❦❡t❝❤ ♦❢ ❛ ❱❙▼ ❧✐❦❡ ✐t ✐s ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ◗✉❛♥t✉♠ ❉❡s✐❣♥ PP▼❙✳ ✳ ✹✵
✻✳✹ ❉r❛✇✐♥❣ ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t♦♠❡t❡r ❣❡♦♠❡tr② t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❬✾✼❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✶
✻✳✺ ❉r❛✇✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✹✲❝✐r❝❧❡ ❣❡♦♠❡tr② t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❬✾✼❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✷
✻✳✻ ❇❡❛♠❧✐♥❡ ❧❛②♦✉t ♦❢ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❡❞ ♥❡✉tr♦♥ r❡✢❡❝t♦♠❡t❡r ▼❆●■❈❙ ❛t t❤❡ ❙◆❙ t❛❦❡♥
❢r♦♠ ❬✶✵✵❪ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✸
✻✳✼ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ❞r❛✇✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❚❖❋ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❢♦r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✉s❡❞ ❛t ▼❆●■❈❙ ✳ ✳ ✹✸
✻✳✽ ❙❝❛tt❡r✐♥❣ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ ❜❡❛♠❧✐♥❡ ✹✲■❉✲❈ ❛t ❙❡❝t♦r ✹ ♦❢ t❤❡ ❆P❙ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❬✶✵✶❪ ✹✹
✻✳✾ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❳❘▼❙ st❛t✐♦♥ ♦❢ ❜❡❛♠❧✐♥❡ ✹✲■❉✲❈ ✭t❛❦❡♥ ❢r♦♠
❬✶✵✷❪✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✹
✶✵✽
❇✳ ▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s
✼✳✶ ❆❋▼ ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ ❛ s✉❜str❛t❡ ❛❢t❡r t❤❡ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❆t♦♠✐❝❛❧❧② ✢❛t s✉r❢❛❝❡s
❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♦❤② ♣✐❝t✉r❡✳ ■♥ t❤❡ ♣❤❛s❡ ♣✐❝t✉r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦❧♦r❡❞ ❛r❡❛s
❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t t❡r♠✐♥❛t❡❞ s✉r❢❛❝❡ r❡❣✐♦♥s ✭❙r❖ ♦r ❚✐❖✷✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✺
✼✳✷ ❘❇❙ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ❛ ▲❙▼❖✴❙❚❖ ❜✐❧❛②❡r ❣r♦✇♥ ❜② P▲❉✳ ❚❤❡ ❝♦❧♦r❡❞ ❛r❡❛s
❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② t♦ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡❧❡♠❡♥ts t♦ t❤❡
❘❇❙ s♣❡❝tr✉♠ ❢♦r ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛❧♦♥❣ ❛ r❛♥❞♦♠ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭❜✉t ❛❧♠♦st ♣❡r♣❡♥❞✐❝✲
✉❧❛r t♦ t❤❡ s❛♠♣❧❡ s✉r❢❛❝❡✮✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ s♣❡❝tr✉♠ ❢♦r ❛
▲❛✵✳✻✻❙r✵✳✸✸▼♥❖✸✴❙r❚✐❖✸ ❜✐❧❛②❡r ❣r♦✇♥ ♦♥ ❛ ❙r❚✐❖✸ s✉❜str❛t❡ ✇✐t❤ ❧❛②❡r t❤✐❝❦✲
♥❡ss❡s ♦❢ ✾✺ ❛♥❞ ✺✽✵➴✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❝♦♥✜r♠✐♥❣ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ st♦✐❝❤✐♦♠❡tr②✳ ❚❤❡
❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ s♣❡❝tr✉♠ ✐s s❤♦✇♥ ❛s ✇❡❧❧ ✭❜❧✉❡ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻
✼✳✸ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ t✇♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❛s♣❡❝ts ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦ ✜t t❤❡ ❳❘❘ ❞❛t❛ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✼
✼✳✹ ❚❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦✜❧❡s ❢♦r t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ❛ ▲❙▼❖ ❧❛②❡r ♦❢ ❛ t♦t❛❧ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢
✶✵✵➴✳ ❘❡❞✿ ✶✵✵➴ ▲❙▼❖ ✇✐t❤ r♠s✲r♦✉❣❤♥❡ss ✺➴ ❛♥❞ ♥♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s✉r❢❛❝❡ ❧❛②❡r✳
❋♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❳❘❘ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t t❤✐s s✐♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✐s
♥♦t s✉✣❝✐❡♥t t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❞❛t❛✳ ●r❡❡♥✿ ✾✻➴ ▲❙▼❖ ❧❛②❡r ✇✐t❤ r♠s✲r♦✉❣❤♥❡ss
✸➴ ❛♥❞ ❛ ✽➴ s✉r❢❛❝❡ ❧❛②❡r ✇✐t❤ r♠s✲r♦✉❣❤♥❡ss ✼➴✳ ❚❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡
❧❛②❡r ✐s ✺✵✪ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ t♦t❛❧ ▲❙▼❖ ❧❛②❡r t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ ✶✵✵➴✳ ❇❧✉❡✿ ✾✻➴ ▲❙▼❖
❧❛②❡r ✇✐t❤ r♠s✲r♦✉❣❤♥❡ss ✽➴ ❛♥❞ ❛ ✽➴ s✉r❢❛❝❡ ❧❛②❡r ✇✐t❤ r♠s✲r♦✉❣❤♥❡ss ✸➴✳ ✳ ✳ ✹✽
✼✳✺ ❳❘❘ ❞❛t❛ ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r s❛♠♣❧❡s ✉♥❞❡r ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳ ❚❤❡
t❤✐❝❦♥❡ss❡s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t✐✈✐t② ❞❛t❛✳
❉❡t❛✐❧❡❞ r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✼✳✶ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✾
✼✳✻ ❆❋▼ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡s ♦❢ ✭❛✮ t❤❡ ❜✐❧❛②❡r ❣r♦✇♥ ❜② P▲❉ ❛♥❞ ✭❜✮ t❤❡
▲❙▼❖ s✐♥❣❧❡ ❧❛②❡r ❣r♦✇♥ ❜② ❍❙❉ ❛t ✵✳✽♠❜❛r✳ ❚❤❡ ❤✐st♦❣r❛♠s ♦❢ t❤❡ ❤❡✐❣❤t
❞✐str✉❜✐t✐♦♥ ❢♦r ❜♦t❤ s❛♠♣❧❡s ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✭❝✮ ❛♥❞ ✭❞✮✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❍✐❣❤❡r r♦✉❣❤✲
♥❡ss❡s ❛♥❞ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❤❡✐❣❤t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ✈✐s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❍❙❉ s❛♠♣❧❡✱ ✇❤✐❝❤
♣r♦❜❛❜❧② ✐s t❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤❡ ♥❡❝❡ss✐t② ♦❢ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛ s✉r❢❛❝❡ ❧❛②❡r ✐♥ t❤❡ ❳❘❘
❡①♣❡r✐♠❡♥ts✿ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ r♦✉❣❤♥❡ss ❝❛♥♥♦t ❜❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❜② ❛ s✐♥❣❧❡ r♠s r♦✉❣❤♥❡ss
♣❛r❛♠❡t❡r✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✵
✼✳✼ θ/2θ✲s❝❛♥ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ✭✵✵✹✮ r❡✢❡❝t✐♦♥s ♦❢ ❙❚❖ ❛♥❞ ▲❙▼❖✳ ❘❡❞✿ ❞❛t❛ t❛❦❡♥ ♦♥
❇r✉❦❡r r❡✢❡❝t♦♠❡t❡r ✇✐t❤♦✉t ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t♦r✳ ❇❧✉❡✿ ❞❛t❛ t❛❦❡♥ ♦♥ ❇r✉❦❡r ❞✐✛r❛❝✲
t♦♠❡t❡r ✇✐t❤ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t♦r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✷
✼✳✽ θ/2θ✲s❝❛♥s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ✭✵✵✹✮ r❡✢❡❝t✐♦♥s ♦❢ ❙❚❖ ❛♥❞ ▲❙▼❖✳ ❋✐ts ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②
✉s✐♥❣ t❤❡ plot.py ❞❛t❛ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ s♦❢t✇❛r❡ ❬✶✵✽❪✳ ▲❡❢t✿ ▲❙▼❖ s✐♥❣❧❡ ❧❛②❡r ❣r♦✇♥ ❛t
✵✳✽♠❜❛r✳ ❚❤❡ ✜t ②✐❡❧❞s ❛♥ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❧❛tt✐❝❡ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ ✸✳✽✹✵➴✳ ❘✐❣❤t✿ ▲❙▼❖
s✐♥❣❧❡ ❧❛②❡r ❣r♦✇♥ ❛t ✵✳✻♠❜❛r✳ ❚❤❡ ✜t ②✐❡❧❞s ❛♥ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❧❛tt✐❝❡ ❝♦♥st❛♥t ♦❢
✸✳✽✼✻➴ ✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡✮✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ▲❙▼❖ ✭✵✵✹✮ r❡✢❡❝t✐♦♥s
❛r❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞✱ ✇❤✐❝❤ s❡❡♠ t♦ ❜❡ s❤✐❢t❡❞ t♦ ❤✐❣❤❡r Qz ✈❛❧✉❡s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♠❡r❣✐♥❣
✇✐t❤ t❤❡ s✉❜str❛t❡ r❡✢❡❝t✐♦♥✳ ❆ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥t❡♥s✐t②
❛t ❤✐❣❤❡r Qz ✐s ❛ str❛✐♥❡❞ ▲❙▼❖ r❡❣✐♦♥ ❛t t❤❡ ❙❚❖ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✭❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡✮✳ ✳ ✳ ✳ ✺✸
✼✳✾ ✭✵❑▲✮✲♠❛♣s ♦❢ ❛ ✭❛✮ ▲❙▼❖✴❙❚❖ ♠✉❧t✐❧❛②❡r ✇✐t❤ ✺ ♣❡r✐♦❞s ❣r♦✇♥ ❜② P▲❉ ✉♥✲
❞❡r t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❧✐❦❡ t❤❡ P▲❉ ❜✐❧❛②❡r ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ❛♥❞ ✭❜✮ ❛
t❤✐❝❦ ✭⑦✶✺✵✵➴✮ ▲❙▼❖ s✐♥❣❧❡ ❧❛②❡r ❣r♦✇♥ ❜② ❍❙❉✳ ❚❤❡ ❑ ❛♥❞ ▲ ✐♥❞✐❝❡s r❡❢❡r
t♦ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ■♥ ✭❛✮ t❤❡ s✉❜str❛t❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✐s s♣❧✐tt❡❞ ✐♥ ❛ ❈✉✲Kα1
❛♥❞ ❈✉✲Kα2 r❡✢❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ str♦♥❣ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✐♥ K = L ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ❞✉❡ t♦
❇r❡♠sstr❛❤❧✉♥❣✳ ■♥ ✭❜✮ t❤❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❈✉✲Kα1 ❛♥❞ ❈✉✲Kα2 ✐s ♥♦t r❡✲
s♦❧✈❡❞✱ ❜✉t t❤❡ ❇r❡♠sstr❛❤❧✉♥❣ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✐s ✈✐s✐❜❧❡ ❛s ✇❡❧❧✳ ❋♦r ❜♦t❤ s❛♠♣❧❡s✱
t❤❡ t❤✐♥ ✜❧♠ r❡✢❡❝t✐♦♥ r❡✈❡❛❧s t❤❡ s❛♠❡ ❑ ✈❛❧✉❡ ✲ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡
❧❛tt✐❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✲ ❧✐❦❡ t❤❡ ❙❚❖ s✉❜str❛t❡ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ❡♣✐t❛①✐❛❧ ❣r♦✇t❤✳ ❚❤❡ ▲
✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❛❜♦✉t ✷✳✵✹ ❛♥❞ ✸✳✵✹ ✐♥ ✭❛✮ ❛♥❞ ✭❜✮✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❉❛t❛ ✇❛s t❛❦❡♥ ♦♥ t❤❡
❍✉❜❡r ❞✐✛r❛❝t♦♠❡t❡r ✇✐t❤♦✉t ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t♦r✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✹
✶✵✾
❇✳ ▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s
✼✳✶✵ ❘♦❝❦✐♥❣ ❝✉r✈❡s ✭θ✲s❝❛♥s✮ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ✭✵✵✹✮ r❡✢❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ▲❙▼❖ s✐♥❣❧❡ ❧❛②❡rs
❣r♦✇♥ ❛t ✵✳✽ ❛♥❞ ✵✳✻♠❜❛r✳ ❙♠❛❧❧ ❋❲❍▼ ✐♥❞✐❝❛t❡ ❤✐❣❤ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ q✉❛❧✐t② ❢♦r
❜♦t❤ s❛♠♣❧❡s✳ ❚❤❡ ❜r♦❛❞ ▲♦r❡♥t③✐❛♥✲s❤❛♣❡❞ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✐s ♣r♦❜❛❜❧② ❝❛✉s❡❞ ❜②
t❤❡ ♥❡❛r❜② s✉❜str❛t❡ r❡✢❡❝t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✺
✼✳✶✶ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ s❝❛♥s ❛t ✵✳✺♠❚✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t ❤❛s ❜❡❡♥ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ t❤❡
♠♦♠❡♥t ❛t ✺❑✳ ❚❈ ❞r♦♣s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✇✐t❤ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♦①②❣❡♥ ♣r❡ss✉r❡ ❞✉r✐♥❣
❣r♦✇t❤✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✻
✼✳✶✷ ❍②st❡r❡s✐s ❝✉r✈❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ✭❛✮ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤②st❡r❡s✐s ❝✉r✈❡s t❛❦❡♥
❛t ✺❑ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ❣r♦✇♥ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ♦①②❣❡♥ ♣r❡ss✉r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛❢t❡r ✜❡❧❞
❝♦♦❧✐♥❣ ✐♥ ✶❚✳ ✭❜✮ ❚❤❡ s❛♠❡ ❞❛t❛ s❤♦✇♥ ✇✐t❤ ❛ s♠❛❧❧❡r ✜❡❧❞ r❛♥❣❡ t♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤t
t❤❡ s❤✐❢t ♦❢ t❤❡ ❤②st❡r❡s✐s ❝✉r✈❡s✳ ❍❈ ❛♥❞ ❍❊ ✈❛❧✉❡s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ t❛❜❧❡ ✼✳✷✳
✭❝✮ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦❡r❝✐✈❡ ❛♥❞ ❊❇ ✜❡❧❞ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❣r♦✇♥ ❜②
❍❙❉ ❛t ✵✳✽♠❜❛r✳ ❇❡❢♦r❡ ❡❛❝❤ ❤②st❡r❡s✐s ❝✉r✈❡ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♦❧❡❞ ❞♦✇♥ ✐♥
❢r♦♠ r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐♥ ❛ ✜❡❧❞ ♦❢ ✶❚✳ ❍❈ ❛♥❞ ❍❊ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❧✐st❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✼✳✸✳
❍❊ ✈❛♥✐s❤❡s ❛r♦✉♥❞ ✺✵❑ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❩❤✉ ❡❧ ❛❧ ❬✶❪✳ ✭❞✮ ❍②st❡r❡s✐s
❝✉r✈❡ ♠❡❛s✉r❡❞ s❡✈❡r❛❧ t✐♠❡s ❛t ✺❑ ❢♦r t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❣r♦✇♥ ❜② ❍❙❉ ❛t ✵✳✽♠❜❛r
❛❢t❡r ✜❡❧❞ ❝♦♦❧✐♥❣ ✐♥ ✶❚✳ ❆ s✉❜s❡q✉❡♥t ❞❡❝❛② ♦❢ t❤❡ ❍❊ ✐s ✈✐s✐❜❧❡ ✭tr❛✐♥✐♥❣ ❡✛❡❝t✮✳ ✺✼
✼✳✶✸ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❙◆❙ ❞❛t❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❚♦♣ ❧❡❢t✿ r❛✇ ❞❛t❛ ♣✐❝t✉r❡ ♦♥ t❤❡
✷✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ s❡♥s✐t✐✈❡ ❞❡t❡❝t♦r✳ ❚❤❡ ❛♥❣❧❡ ♦❢ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞
❢r♦♠ t❤❡ ①✲♣✐①❡❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ✭t❤❡ ❢❛rt❤❡r t♦ t❤❡ ❧❡❢t✱ t❤❡ ❧❛r❣❡r t❤❡ ❛♥❣❧❡ ♦❢ r❡✢❡❝t✐♦♥✮✳
❚❤❡ r❡❞ r❡❝t❛♥❣❧❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ s✐❣♥❛❧✱ t❤❡ ❣r❡❡♥ ♦♥❡ t❤❡ ❞✐r❡❝t ✭t❤❡ ♣❛rt
♦❢ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ❜❡❛♠ ✇❤✐❝❤ ♣❛ss❡s t❤❡ s❛♠♣❧❡✮ ❛♥❞ ❞✐✛r❛❝t❡❞ ❜❡❛♠✳ ❚❤❡ ❞✐r❡❝t
❜❡❛♠ ✐s ♠♦st❧② s❤❛❞❡❞ ❜② t❤❡ ❜❡❛♠st♦♣ ✭✇❤✐t❡ r❡❝t❛♥❣❧❡✮✳ ❚♦♣ r✐❣❤t✿ t❤❡ s❛♠❡ r❛✇
❞❛t❛ s❡t✱ ❜✉t s❤♦✇♥ ✐♥ ①✲♣✐①❡❧ ✈❡rs✉s ❚❖❋ ✭✜rst ❛♥❣❧❡✱ θ =✵✳✷ ➦✮✳ ❆❧s♦ s❤♦✇♥ ❛r❡
t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛t t❤❡ t✇♦ ♦t❤❡r ❛♥❣❧❡s θ =✵✳✹ ➦ ❛♥❞ θ =✵✳✽ ➦✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ❛♥❣❧❡
♣✐❝t✉r❡ t❤❡ ❞✐✛r❛❝t❡❞ ❜❡❛♠ ❝❛♥ ❝❧❡❛r❧② ❜❡ s❡❡♥✳ ■♥ t❤❡ t❤✐r❞ ❛♥❣❧❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
t❤✐❝❦♥❡ss ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❛❧r❡❛❞② ❛r❡ ✈✐s✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ s✐❣♥❛❧✳ ❆♥ ❡rr♦r s✐❣♥❛❧ ✐s
❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥ts ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s ❛♥❞ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝❤♦♣♣❡r r♦t❛t✐♦♥ s♣❡❡❞
✭t❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ❛❧✇❛②s ✐s ❛t t❤❡ s❛♠❡ ❚❖❋ ♣✐①❡❧✮✳ ❚❤✐s ❡rr♦r s✐❣♥❛❧ ✐s ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞
❜② s✉❜tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ t♦ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✳ ❚❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✭❘❖■✮ ✐s
s❤♦✇♥ ❢♦r ❛❧❧ t❤r❡❡ ❛♥❣❧❡s✳ ❇♦tt♦♠✿ t❤❡ r❛✇ ❞❛t❛ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❘❖■ ❢♦r ❡✈❡r② ❛♥❣❧❡
✐s r❡❞✉❝❡❞ ❛♥❞ tr❛♥s❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ Qz ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❛♥❣❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❜② ♠❛t❝❤✐♥❣ t❤❡♠ ✐♥ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣ r❡❣✐♦♥s t♦
♦❜t❛✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ r❡✢❡❝t✐✈✐t② ❝✉r✈❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✾
✼✳✶✹ P◆❘ ❞❛t❛ ♦❢ t❤❡ P▲❉ s❛♠♣❧❡✳ ❚♦♣✿ ✸✹✵❑ ❞❛t❛ ♠❡❛s✉r❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ✉♥♣♦❧❛r✐③❡❞
❜❡❛♠ ❛t ✶❚✳ ❇♦tt♦♠✿ ✻❑ ❞❛t❛ t❛❦❡♥ ❛t ✶❚✳ ❚❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss❡s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❛r❡ ❞❡✲
t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❡✢❡❝t✐✈✐t② ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ❛rr♦✇
✐♥❞✐❝❛t❡s ❛ ❧❛②❡r ✇✐t❤ ♥♦♥ ③❡r♦ ♠❛❣♥❡t✐❝ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❧❡♥❣t❤ ❞❡♥s✐t②✱ ✇❤❡r❡ t❤❡
♥✉♠❜❡r t♦ t❤❡ r✐❣❤t ❣✐✈❡s t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡✳ ❉❡t❛✐❧❡❞
r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✼✳✹✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✶
✼✳✶✺ P◆❘ ❞❛t❛ ♦❢ t❤❡ ❍❙❉ s❛♠♣❧❡ ❣r♦✇♥ ❛t ✵✳✽♠❜❛r✳ ❚❤❡ ❘−− ❞❛t❛ ❛r❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ❜②
✶✵ ❢♦r ❜❡tt❡r ✈✐s✐❜✐❧✐t②✳ ❚♦♣✿ ✻❑ ❞❛t❛ t❛❦❡♥ ❛t ✶❚✳ ❚❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss❡s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❛r❡
❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P◆❘ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ❛rr♦✇ ✐♥❞✐❝❛t❡s ❛ ❧❛②❡r ✇✐t❤
♥♦♥ ③❡r♦ ♠❛❣♥❡t✐❝ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❧❡♥❣t❤ ❞❡♥s✐t②✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r t♦ t❤❡ r✐❣❤t ❣✐✈❡s
t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡✳ ❉❡t❛✐❧❡❞ r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞
✐♥ t❛❜❧❡ ✼✳✹✳ ❇♦tt♦♠✿ ❚✇♦ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ s❤♦✇♥ t♦ ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❡
s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡ t♦ t❤❡ ❜❡st ✜t ♣r♦✜❧❡✿ ♦♥❡ ❢♦r ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝
▲❙▼❖ ❧❛②❡r ✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡✮ ❛♥❞ ♦♥❡ ❢♦r ❛ ♥♦♥♠❛❣♥❡t✐❝ ▲❙▼❖ ❧❛②❡r ♦♥ t❤❡ t♦♣ ♦❢ t❤❡
▲❙▼❖ ❧❛②❡r ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ t♦ ❛✐r ✭❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✸
✶✶✵
❇✳ ▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s
✼✳✶✻ P◆❘ ❞❛t❛ ♦❢ t❤❡ ❍❙❉ s❛♠♣❧❡ ❣r♦✇♥ ❛t ✶✳✵♠❜❛r t❛❦❡♥ ❛t ✻❑ ❛♥❞ ✶❚✳ ❚❤❡ ❘−−
❞❛t❛ ❛r❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② ✶✵ ❢♦r ❜❡tt❡r ✈✐s✐❜✐❧✐t②✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❢❡rr♦✲
♠❛❣♥❡t✐❝ ▲❙▼❖ ❧❛②❡r ✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡✮ ❛♥❞ ❛ ♥♦♥✲♠❛❣♥❡t✐❝ ▲❙▼❖ ❧❛②❡r ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡
t♦ ❙❚❖ ✭❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡✮ ❛r❡ s❤♦✇♥✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ s♠❛❧❧❡r s✐❣♥❛❧✲t♦✲♥♦✐s❡✲r❛t✐♦ ❜♦t❤ ❝❛s❡s
❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✹
✼✳✶✼ P◆❘ ❞❛t❛ ♦❢ t❤❡ ❍❙❉ s❛♠♣❧❡ ❣r♦✇♥ ❛t ✵✳✻♠❜❛r ❛♥❞ ✶❚✳ ❚♦♣✿ ❜❡st ✜t t♦ t❤❡
✻❑ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ❘−− ❞❛t❛ ❛r❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② ✶✵ ❢♦r ❜❡tt❡r ✈✐s✐❜✐❧✐t②✳ ❚❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss❡s
✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t✐✈✐t② ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ❛rr♦✇
✐♥❞✐❝❛t❡s ❛ ❧❛②❡r ✇✐t❤ ♥♦♥ ③❡r♦ ♠❛❣♥❡t✐❝ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❧❡♥❣t❤ ❞❡♥s✐t②✱ ✇❤❡r❡ t❤❡
♥✉♠❜❡r t♦ t❤❡ r✐❣❤t ❣✐✈❡s t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡✳ ❉❡t❛✐❧❡❞
r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✼✳✹✳ ❇♦tt♦♠✿ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡
♦❢ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❋▼ ❧❛②❡r✳ ❊s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ✈✐s✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡ R−−
❝❤❛♥♥❡❧ ✐s s❤✐❢t❡❞ t♦ t♦♦ s♠❛❧❧ Qz ✈❛❧✉❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✻
✼✳✶✽ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❳❘▼❙ s✐❣♥❛❧ ❛t θ =✶✵ ➦ ♦❢ t❤❡ ▲❙▼❖ s✐♥❣❧❡ ❧❛②❡r
❣r♦✇♥ ❜② ❍❙❉ ❛t ✵✳✽♠❜❛r ❛♥❞ ✵✳✵✺❚✳ ▲✐❦❡ ❢♦r ❛❧❧ ♦t❤❡r ❳▼❈❉ ♣❧♦ts✱ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞
❳▼❈❉ s✐❣♥❛❧ ✭❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ r❡✢❡❝t❡❞ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ❢♦r ❛♥ ✐♥❝✐❞❡♥t ▲❈P ❛♥❞ ❘❈P ①✲
r❛② ❜❡❛♠✮ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ♣❡r❝❡♥t ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ s✐❣♥❛❧ ✭s✉♠ ♦❢ r❡✢❡❝t❡❞ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ❢♦r
❛♥ ✐♥❝✐❞❡♥t ▲❈P ❛♥❞ ❘❈P ①✲r❛② ❜❡❛♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✼
✼✳✶✾ ❆✈❡r❛❣❡ s✐❣♥❛❧ ✲ ✐✳❡✳ s✉♠ ♦❢ r❡✢❡❝t❡❞ ❘❈P ❛♥❞ ▲❈P ✐♥❝✐❞❡♥t ①✲r❛②s ✲ ♦❢ t❤❡ ▲❙▼❖
s✐♥❣❧❡ ❧❛②❡r ❣r♦✇♥ ❜② ❍❙❉ ❛t ✵✳✽♠❜❛r ❢♦r ❛❧❧ t❤r❡❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❛♥❣❧❡s✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠❛
❛t ❛r♦✉♥❞ ✻✹✶ ❛♥❞ ✻✺✷ ❡❱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ LIII ❛♥❞ LIII ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❛❞❣❡s✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ s❧❛❜ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❢♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡
❜♦tt♦♠ r✐❣❤t✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✽
✼✳✷✵ ❳▼❈❉ s✐❣♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ▲❙▼❖✴❙❚❖ ❜✐❧❛②❡r ❣r♦✇♥ ❜② P▲❉ ❢♦r ❛❧❧ t❤r❡❡ ✐♥❝✐❞❡♥t
❛♥❣❧❡s t❛❦❡♥ ❛t ✸✵❑ ✐♥ ❛ ✜❡❧❞ ♦❢ ✵✳✵✺❚✳ ❚❤❡ s❧❛❜ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❢♦r t❤❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠ r✐❣❤t✳ ❚❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss❡s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞
❜② t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t✐✈✐t② ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ❛rr♦✇ ✐♥❞✐❝❛t❡s ❛ ❧❛②❡r ✇✐t❤ ♥♦♥
③❡r♦ ♠❛❣♥❡t✐❝ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❧❡♥❣t❤ ❞❡♥s✐t②✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r t♦ t❤❡ r✐❣❤t ❣✐✈❡s t❤❡
❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡✳ ❉❡t❛✐❧❡❞ r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❛❜❧❡
✼✳✹✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✵
✼✳✷✶ ❳▼❈❉ s✐❣♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ▲❙▼❖ s✐♥❣❧❡ ❧❛②❡r ❣r♦✇♥ ❜② ❍❙❉ ❛t ✵✳✽♠❜❛r ❢♦r ❛❧❧ t❤r❡❡
✐♥❝✐❞❡♥t ❛♥❣❧❡s t❛❦❡♥ ❛t ✸✵❑ ✐♥ ❛ ✜❡❧❞ ♦❢ ✵✳✵✺❚✳ ❚❤❡ s❧❛❜ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡
❢♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠ r✐❣❤t✳ ❚❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss❡s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❛r❡
❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t✐✈✐t② ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ❛rr♦✇ ✐♥❞✐❝❛t❡s ❛ ❧❛②❡r
✇✐t❤ ♥♦♥ ③❡r♦ ♠❛❣♥❡t✐❝ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❧❡♥❣t❤ ❞❡♥s✐t②✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r t♦ t❤❡ r✐❣❤t
❣✐✈❡s t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡✳ ❉❡t❛✐❧❡❞ r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞
✐♥ t❛❜❧❡ ✼✳✹✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✶
✼✳✷✷ ❆❧t❡r♥❛t❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ P◆❘ ❞❛t❛ ❛t ✻❑ ♦❢ t❤❡ ▲❙▼❖ s✐♥❣❧❡ ❧❛②❡r ❣r♦✇♥
❜② ❍❙❉ ❛t ✵✳✽♠❜❛r✳ ❆ s✐♠✐❧❛r ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ✜t ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥
✜❣✉r❡ ✼✳✶✺✭❛✮ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✇✐t❤ ❛ s♠❛❧❧ ♥❡t ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ▲❙▼❖✴❙❚❖
✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❚❤✐s ❛❧t❡r♥❛t❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣r♦✜❧❡ ✐s ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤❡ ♦♥❡ ❢♦✉♥❞ ❜② ❳❘▼❙✳ ✼✷
✶✶✶
❇✳ ▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s
✼✳✷✸ ❆❧t❡r♥❛t❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s t♦ t❤❡ ❳▼❈❉ ❞❛t❛ t❛❦❡♥ ❛t θ =✶✺ ➦ ♦❢ t❤❡ ▲❙▼❖ s✐♥❣❧❡
❧❛②❡r ❣r♦✇♥ ❜② ❍❙❉ ❛t ✵✳✽♠❜❛r ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ❳▼❈❉
s✐❣♥❛❧ t♦ s♠❛❧❧ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❛♥❞✴♦r ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ❆❧❧
♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❦❡♣t ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❜❡st ✜t s❤♦✇♥
✐♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✷✶ ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♥❣❡s✳ ❛✮ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ ✺➴ t❤✐❝❦
✐♥t❡r❢❛❝❡ ❧❛②❡r ❛♥❞ ✽✵➴ r❡st ❧❛②❡r ✭✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✶✵➴ ❛♥❞ ✼✺➴✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮✳ ❜✮
❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ ✶✺➴ t❤✐❝❦ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❧❛②❡r ❛♥❞ ✼✵➴ r❡st ❧❛②❡r ✭✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✶✵➴
❛♥❞ ✼✺➴✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮✳ ❝✮ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r ❛♥ ▲❙▼❖ ❧❛②❡r ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s
♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✻✵✪ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❜✉❧❦ ✈❛❧✉❡✳ ❞✮ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ ✶✵➴
✐♥t❡r❢❛❝❡ ❧❛②❡r ✇✐t❤ ♥♦ ♥❡t ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✸
✼✳✷✹ ❳▼❈❉ s✐❣♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ▲❙▼❖ s✐♥❣❧❡ ❧❛②❡r ❣r♦✇♥ ❜② ❍❙❉ ❛t ✵✳✻♠❜❛r ❢♦r ❛❧❧ t❤r❡❡
✐♥❝✐❞❡♥t ❛♥❣❧❡s t❛❦❡♥ ❛t ✸✵❑ ✐♥ ❛ ✜❡❧❞ ♦❢ ✵✳✵✺❚✳ ❚❤❡ s❧❛❜ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡
❢♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠ r✐❣❤t✳ ❚❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss❡s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❛r❡
❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t✐✈✐t② ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ❛rr♦✇ ✐♥❞✐❝❛t❡s ❛ ❧❛②❡r
✇✐t❤ ♥♦♥ ③❡r♦ ♠❛❣♥❡t✐❝ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❧❡♥❣t❤ ❞❡♥s✐t②✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r t♦ t❤❡ r✐❣❤t
❣✐✈❡s t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡✳ ❉❡t❛✐❧❡❞ r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞
✐♥ t❛❜❧❡ ✼✳✹✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✺
✼✳✷✺ ❙tr❛✐♥ ✈s✳ ❞♦♣✐♥❣ ♣❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ ▲❙▼❖✳ ❚❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❞♦♣✐♥❣ r❛♥❣❡
❜❡t✇❡❡♥ x = 0.2 ❛♥❞ x = 0.6 ✐s t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❬✶✶✻❪ ❛♥❞ ❬✻✸❪✳ ❚❤❡ ♣❤❛s❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❜❡✲
t✇❡❡♥ ❋▼ ❛♥❞ ❆✲❆❋▼ r❡❣✐♦♥ ❢♦r ❛ ❞♦♣✐♥❣ ❧❡✈❡❧ s♠❛❧❧❡r t❤❡♥ ✵✳✷ ✐s ❛♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥
♦r r❛t❤❡r ❛♥ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧❛st ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ♣♦✐♥t ✐♥ ❬✶✶✻❪ ❢♦r ①❂✵✳✷ ❛♥❞
t❤❡ ❦♥♦✇♥ ❢❛❝t✱ t❤❛t ❜✉❧❦ ▲❙▼❖ ✇✐t❤ ①❂✵✳✶ ❡①❤✐❜✐ts t❤❡ ❆✲❆❋▼ str✉❝t✉r❡ ❬✺✷❪✳
❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❞♦♣✐♥❣ ❧❡✈❡❧ ✐s ❦❡♣t ❛t ✵✳✸✸ ❢♦r t❤❡ s❛♠♣❧❡s ✉♥❞❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥✱
♦♥❡ ❝❛♥ st✐❧❧ ✑♠♦✈❡✏ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠ ❜② ♦①②❣❡♥ ❞❡✜❝✐❡♥❝✐❡s ✭❛❝❝♦r❞✲
✐♥❣ t♦ ❢♦r♠✉❧❛ ✭✼✳✷✮✮ ❛♥❞ str❛✐♥ ❛♥❞ r❡❛❝❤ t❤❡ ❆✲❆❋▼ r❡❣✐♦♥✳ ❚❤❡ δ ✈❛❧✉❡s ❣✐✈❡
t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ♦①②❣❡♥ ❞❡✜❝✐❡♥❝② t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ s❛♠❡ ▼♥4+✴▼♥3+ r❛t✐♦ ❛s ❛ ❢✉❧❧②
♦①②❣❡♥❛t❡❞ ▲❙▼❖ ✇✐t❤ ❛ ❞♦♣✐♥❣ ❧❡✈❡❧ ❛t t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✻
✽✳✶ ❉❡♣♦s✐t✐♦♥ r❛t❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❢♦r t❤❡ ❣r♦✇t❤ ♦❢ ❛♥ ▲❙▼❖ ❧❛②❡r✳ ❋♦r
❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❡❧❡♠❡♥ts t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❧❡✈❡❧ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ✜rst ❢♦r ❛ ❝♦✉♣❧❡
♦❢ ♠✐♥✉t❡s ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ r❛t❡✱ ✐❢ t❤❡ s❤✉tt❡r ❢♦r t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
❡✛✉s✐♦♥ ❝❡❧❧ ✐s ♦♣❡♥❡❞✳ ❚❤❡ tr✉❡ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ r❛t❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢
t❤❡ t✇♦ r❛t❡s✳ ❚❤❡ ✜rst t❤r❡❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ t❛❦❡♥ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❧❛②❡r ❣r♦✇t❤
✇✐t❤ t❤❡ ❧❡❛st st❛❜❧❡ r❛t❡ t❛❦❡♥ ❧❛st ✭❙r✮✳ ❚❤❡ t❤r❡❡ ❧❛st ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ t❛❦❡♥
❛❢t❡r t❤❡ ❣r♦✇t❤ ✭t❤❡ t✐♠❡ ❢♦r t❤❡ ❣r♦✇t❤ ✐s ❧❡❢t ♦✉t ✐♥ t❤❡ ♣❧♦t✮ t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❡ ❞r✐❢t
♦❢ t❤❡ ❡✈❛♣♦r❛t✐♦♥ r❛t❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✵
✽✳✷ ❘❍❊❊❉ ♣❛tt❡r♥s ❞✉r✐♥❣ ❛ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❇❚❖ t❤✐♥ ✜❧♠✳ ❛✮ ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧❡❛♥
◆❜✿❙❚❖ s✉❜str❛t❡✳ ❜✮ ❘❍❊❊❉ ♣❛tt❡r♥ ❛❢t❡r ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ✽ ✉♥✐t ❝❡❧❧s ♦❢ ❇❚❖✳ ❝✮
❘❍❊❊❉ ♣❛tt❡r♥ ❛❢t❡r ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ✸✻ ✉♥✐t ❝❡❧❧s ♦❢ ❇❚❖✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✶
✽✳✸ ❘❍❊❊❉ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❞✉r✐♥❣ ❛ ❣r♦✇t❤ ♦❢ ❛ ❇❚❖ t❤✐♥ ✜❧♠ ♦♥ ◆❜✿❙❚❖✳ ❚❤❡ ♣❧♦t
s❤♦✇s t❤❡ ❧❛st ✷✻ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥♦♠✐♥❛❧ ✶✶✻ ✉✳❝✳ t❤✐❝❦ ❇❚❖ ❧❛②❡r✳ ❚❤❡ ❘❍❊❊❉
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♣r♦✈❡s ❧❛②❡r✲❜②✲❧❛②❡r ❣r♦✇t❤ ❢♦r t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❧❛②❡r✳ ❚❤❡ s♣❡❝✉❧❛r ✐♥✲
t❡♥s✐t② ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ♣❡❛❦ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✽✳✷✱ t❤❡ ✶st ♦r❞❡r ✐♥t❡♥s✐t✐❡s t♦
t❤❡ ♣❡❛❦s t♦ t❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✽✳✷✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✷
✽✳✹ ❙❦❡t❝❤ ♦❢ t❤❡ ▲❙▼❖✴❇❚❖ s❛♠♣❧❡s ♣r❡♣❛r❡❞ ❢♦r t❤✐s ✇♦r❦✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✷
✽✳✺ ❳❘❘ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ ❜♦t❤ s❛♠♣❧❡s✳ ❚❤❡ ❧❛②❡r t❤✐❝❦♥❡ss❡s r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ s❦❡t❝❤❡s✳ ❉❡t❛✐❧❡❞ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❧✐st❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✽✳✶ ✽✹
✶✶✷
❇✳ ▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s
✽✳✻ ❳❘❉ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ ❜♦t❤ s❛♠♣❧❡s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ✭✵✵✷✮ r❡✢❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❧❛②❡rs ❛♥❞
t❤❡ s✉❜str❛t❡s✳ ❚❤❡ ❣✐✈❡♥ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs c ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
❜② t❤❡ ♣❡❛❦ ♣♦s✐t✐♦♥s r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞♦♥❡
❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ plot.py ❞❛t❛ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ s♦❢t✇❛r❡ ❬✶✵✽❪✳❉❡t❛✐❧❡❞ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❧✐st❡❞ ✐♥
t❛❜❧❡ ✽✳✶✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✺
✽✳✼ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ s❝❛♥s ❛t ✵✳✺♠❚ ❛❢t❡r ❝♦♦❧✐♥❣ ✐♥ ❛ ✜❡❧❞ ♦❢ ✶❚ ❢♦r ❜♦t❤ s❛♠♣❧❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✽✼
✽✳✽ ✭❛✮ ❊①❡♠♣❧❛r② ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ t❤❡
▲❙▼❖ ❧❛②❡r ♦♥ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ❇❚❖ ❧❛②❡r ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ ✶♠s✳ ◆♦ ❝❧❡❛r ❢❡rr♦❡❧❡❝tr✐❝
❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ✈✐s✐❜❧❡✳ ❚❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ◗✭❊✮ ❝✉r✈❡ ❧♦♦❦s ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦ ❛ ♠✐①t✉r❡ ♦❢
t❤❡ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ❤②st❡r❡s✐s ❛rt❡❢❛❝ts ❝❛✉s❡❞ ❜② ❧✐♥❡❛r ✭✭❜✮ t♦♣ s❦❡t❝❤✮ ♦r ♥♦♥❧✐♥❡❛r
✭✭❜✮ ❜♦tt♦♠ s❦❡t❝❤✮ ❧♦ss② ❞✐❡❧❡❝tr✐❝✳ ❚❤❡ s❦❡t❝❤❡s ✐♥ ✭❜✮ ❛r❡ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❬✶✶✾❪✳ ✳ ✳ ✽✾
✽✳✾ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❳❘▼❙ s✐❣♥❛❧ ❛t θ =✶✵ ➦ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ t❤❡
❇❚❖ ❧❛②❡r ♦♥ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ▲❙▼❖ ❧❛②❡r✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✵
✽✳✶✵ ❊❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❳❘▼❙ s✐❣♥❛❧ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❇❚❖ ❧❛②❡r
♦♥ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ▲❙▼❖ ❧❛②❡r ❛t ✺✵❑ ❢♦r ❛♥ ✐♥❝✐❞❡♥t ❛♥❣❧❡ ♦❢ θ = ✶✵ ➦✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✶
✽✳✶✶ ❆✈❡r❛❣❡ ✭▲❈P ♣❧✉s ❘❈P✮ ❛♥❞ ❳▼❈❉ s✐❣♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❚✐ ▲II ❛♥ ▲III
❡❞❣❡s ♦♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ▲❙▼❖ ♦♥ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ❇❚❖ ❧❛②❡r ❛t ✺✵❑ ❛♥❞ ❛♥
✐♥❝✐❞❡♥t ❛♥❣❧❡ ♦❢ ✺ ➦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✶
✽✳✶✷ ❳▼❈❉ s✐❣♥❛❧ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❇❚❖ ❧❛②❡r ♦♥ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ▲❙▼❖ ❧❛②❡r ❢♦r
❛❧❧ t❤r❡❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❛♥❣❧❡s✳ ❚❤❡ s❧❛❜ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❢♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
✐s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠ r✐❣❤t✳ ❖♥❧② t❤❡ ❇❚❖ ❛♥❞ ▲❙▼❖ ❧❛②❡r ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡
❛r❡ s❤♦✇♥✳ ❚❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss❡s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
r❡✢❡❝t✐✈✐t② ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ❛rr♦✇ ✐♥❞✐❝❛t❡s ❛ ❧❛②❡r ✇✐t❤ ♥♦♥ ③❡r♦ ♠❛❣♥❡t✐❝ s❝❛tt❡r✐♥❣
❧❡♥❣t❤ ❞❡♥s✐t②✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r t♦ t❤❡ r✐❣❤t ❣✐✈❡s t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠
t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ▲❙▼❖ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❞♦♣✐♥❣ ❧❡✈❡❧ ♦❢ x = 0.33✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✸
✽✳✶✸ ❳▼❈❉ s✐❣♥❛❧ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ▲❙▼❖ ❧❛②❡r ♦♥ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ❇❚❖ ❧❛②❡r ❢♦r
❛❧❧ t❤r❡❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❛♥❣❧❡s✳ ❚❤❡ s❧❛❜ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❢♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
✐s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠ r✐❣❤t✳ ❖♥❧② t❤❡ ❇❚❖ ❛♥❞ ▲❙▼❖ ❧❛②❡r ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡
❛r❡ s❤♦✇♥✳ ❚❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss❡s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
r❡✢❡❝t✐✈✐t② ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ❛rr♦✇ ✐♥❞✐❝❛t❡s ❛ ❧❛②❡r ✇✐t❤ ♥♦♥ ③❡r♦ ♠❛❣♥❡t✐❝ s❝❛tt❡r✐♥❣
❧❡♥❣t❤ ❞❡♥s✐t②✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r t♦ t❤❡ r✐❣❤t ❣✐✈❡s t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠
t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ▲❙▼❖ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❞♦♣✐♥❣ ❧❡✈❡❧ ♦❢ x = 0.33✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✺
✽✳✶✹ ❊rr♦r s✐❣♥❛❧ ❢♦r t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ t♦♣ ▲❙▼❖ ❧❛②❡r ❛t ✐♥❝✐❞❡♥t ❛♥❣❧❡s θ = ✺ ➦
✭❛✮ ❛♥❞ θ = ✶✺ ➦ ✭❜✮✳ P❧♦tt❡❞ ❛r❡ t❤❡ ❳▼❈❉ s✐❣♥❛❧ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛t +✺✵✵❖❡ ❛♥❞
−✺✵✵❖❡ ✐♥ ❣r❡❡♥ ❛♥❞ ❜❧✉❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ❜♦t❤ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✭❜❧❛❝❦
s♦❧✐❞ ❧✐♥❡✮ ❣✐✈❡s t❤❡ ❡rr♦r s✐❣♥❛❧✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✭r❡❞✮ ✐s t❤❡ tr✉❡ ❳▼❈❉ s✐❣♥❛❧
s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✽✳✶✸✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✻
✶✶✸
❇✳ ▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s
✶✶✹
❈✳ ❆❜❜r❡✈✐❛t✐♦♥s
❆❋❉ ❛♥t✐✲❢❡rr♦✲❞✐st♦rt✐✈❡
❆❋▼ ❆t♦♠✐❝ ❋♦r❝❡ ▼✐❝r♦s❝♦♣②
❆◆▲ ❆r❣♦♥♥❡ ◆❛t✐♦♥❛❧ ▲❛❜♦r❛t♦r②
❆P❙ ❆❞✈❛♥❝❡❞ P❤♦t♦♥ ❙♦✉r❝❡ ❛t ❆◆▲
❇❚❖ ❇❛❚✐❖✸
❈❋❙ ❈r②st❛❧ ❋✐❡❧❞ ❙♣❧✐tt✐♥❣
❈❋❚ ❈r②st❛❧ ❋✐❡❧❞ ❚❤❡♦r②
❈◆▼ ❈❡♥t❡r ❢♦r ◆❛♥♦s❝❛❧❡ ▼❛t❡r✐❛❧s ❛t ❆◆▲
❈▼❘ ❈♦❧♦ss❛❧ ▼❛❣♥❡t♦ ❘❡s✐st❛♥❝❡
❉❊ ❉♦✉❜❧❡ ❊①❝❤❛♥❣❡
❊❇ ❊①❝❤❛♥❣❡ ❇✐❛s
❋❖▼ ❋✐❣✉r❡ ♦❢ ▼❡r✐t
❍❙❉ ❍✐❣❤✲♦①②❣❡♥✲♣r❡ss✉r❡ ❙♣✉tt❡r ❉❡♣♦s✐t✐♦♥
❋▼ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝
▲❈P ❧❡❢t ❝✐r❝✉❧❛r ♣♦❧❛r✐③❡❞
▲▼❖ ▲❛▼♥❖✸
▲❙▼❖ ▲❛✶✲①❙r①▼♥❖✸
❖▼❇❊ ❖①✐❞❡ ▼♦❧❡❝✉❧❛r ❇❡❛♠ ❊♣✐t❛①②
❖❘◆▲ ❖❛❦ ❘✐❞❣❡ ◆❛t✐♦♥❛❧ ▲❛❜♦r❛t♦r②
P▲❉ P✉❧s❡❞ ▲❛s❡r ❉❡♣♦s✐t✐♦♥
P◆❘ P♦❧❛r✐③❡❞ ◆❡✉tr♦♥ ❘❡✢❡❝t♦♠❡tr②
PP▼❙ P❤②s✐❝❛❧ Pr♦♣❡rt✐❡s ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ❙②st❡♠
◗❈▼ ◗✉❛rt③ ❈r②st❛❧ ▼♦♥✐t♦r
❘❇❙ ❘✉t❤❡r❢♦r❞ ❇❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣
❘❈P r✐❣❤t ❝✐r❝✉❧❛r ♣♦❧❛r✐③❡❞
❘❍❊❊❉ ❘❡✢❡❝t✐♦♥ ❍✐❣❤ ❊♥❡r❣② ❊❧❡❝tr♦♥ ❉✐✛r❛❝t✐♦♥
❙❊ ❙✉♣❡r❡①❝❤❛♥❣❡
❙▲❉ ❙❝❛tt❡r✐♥❣ ❧❡♥❣t❤ ❞❡♥s✐t②
❙◆❙ ❙♣❛❧❧❛t✐♦♥ ◆❡✉tr♦♥ ❙♦✉r❝❡ ❛t ❖❘◆▲
❙▼❖ ❙r▼♥❖✸
❙❚❖ ❙r❚✐❖✸
❚▼❖ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ▼❡t❛❧ ❖①✐❞❡s
❯❍❱ ❯❧tr❛ ❍✐❣❤ ❱❛❝✉✉♠
❱❙▼ ❱✐❜r❛t✐♥❣ ❙❛♠♣❧❡ ▼❛❣♥❡t♦♠❡tr②
❳▼❈❉ ❳✲r❛② ▼❛❣♥❡t✐❝ ❈✐r❝✉❧❛r ❉✐❝❤r♦✐s♠
❳❘❉ ❳✲r❛② ❉✐✛r❛❝t✐♦♥
❳❘▼❙ ❳✲r❛② ❘❡s♦♥❛♥t ▼❛❣♥❡t✐❝ ❙❝❛tt❡r✐♥❣
❳❘❘ ❳✲r❛② ❘❡✢❡❝t♦♠❡tr②
✶✶✺
❇✳ ▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s
✶✶✻
❉✳ P❤②s✐❝❛❧ ❈♦♥st❛♥ts
c = 2.998 · 108m/s ❙♣❡❡❞ ♦❢ ❧✐❣❤t ✐♥ ✈❛❝✉✉♠
e = 1.602 · 10−19C ❊❧❡♠❡♥t❛r② ❝❤❛r❣❡
µB = 9.274 · 10−24J/T ❇♦❤r ♠❛❣♥❡t♦♥
~ = 1.055 · 10−34Js P❧❛♥❝❦ ❝♦♥st❛♥t
ǫ0 = 8, 854 · 10−12F/m ❱❛❝✉✉♠ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t②
me = 9.109 · 10−31kg ▼❛ss ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥
mn = 1.675 · 10−27kg ▼❛ss ♦❢ ♥❡✉tr♦♥
NA = 6.022 · 10−23mol−1 ❆✈♦❣❛❞r♦ ❝♦♥st❛♥t
✶✶✼
❇✳ ▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s
✶✶✽
❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②
❬✶❪ ❩❤✉✱ ❙✳✱ ❨✉❛♥✱ ❏✳✱ ❩❤✉✱ ❇✳✱ ❩❤❛♥❣✱ ❋✳✱ ❳✉✱ ❇✳✱ ❈❛♦✱ ▲✳✱ ◗✐✉✱ ❳✳✱ ❩❤❛♦✱ ❇✳✱ ❛♥❞ ❩❤❛♥❣✱ P✳
✭✷✵✵✼✮ ❊①❝❤❛♥❣❡ ❜✐❛s ❡✛❡❝t ❛♥❞ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ♠❛❣♥❡t♦r❡s✐st❛♥❝❡ ✐♥ ▲❛0.67❙r0.33▼♥❖3✴❙r❚✐❖3
s✉♣❡r❧❛tt✐❝❡s✳ ❆♣♣❧✳ P❤②s✳ ▲❡tt✳✱ ✾✵✱ ✶✶✷✺✵✷✳
❬✷❪ ❇✉rt♦♥✱ ❏✳ ❉✳ ❛♥❞ ❚s②♠❜❛❧✱ ❊✳ ❨✳ ✭✷✵✵✾✮ Pr❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧❧② ✐♥❞✉❝❡❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ r❡✲
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛t t❤❡ ♠❛♥❣❛♥✐t❡✴❢❡rr♦❡❧❡❝tr✐❝ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❇ ✱ ✽✵✱ ✶✼✹✹✵✻✳
❬✸❪ ❍❡❜❡r✱ ❏✳ ✭✷✵✵✾✮ ▼❛t❡r✐❛❧s s❝✐❡♥❝❡✿ ❊♥t❡r t❤❡ ♦①✐❞❡s✳ ◆❛t✉r❡✱ ✹✺✾✱ ✷✽✕✸✵✳
❬✹❪ ❇❡❞♥♦r③✱ ❏✳ ●✳ ❛♥❞ ▼ü❧❧❡r✱ ❑✳ ❆✳ ✭✶✾✽✻✮ P♦ss✐❜❧❡ ❤✐❣❤ ❚C s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ✐♥ t❤❡
❇❛−▲❛−❈✉−❖ s②st❡♠✳ ❩✳ P❤②s✳ ❇ ❈♦♥✳ ▼❛t✳✱ ✻✹✱ ✶✽✾✕✶✾✸✳
❬✺❪ ❍❛❣❤✐r✐✲●♦s♥❡t✱ ❆✳✲▼✳ ❛♥❞ ❘❡♥❛r❞✱ ❏✳✲P✳ ✭✷✵✵✸✮ ❈▼❘ ♠❛♥❣❛♥✐t❡s✿ ♣❤②s✐❝s✱ t❤✐♥ ✜❧♠s ❛♥❞
❞❡✈✐❝❡s✳ ❏✳ P❤②s✳ ❉✿ ❆♣♣❧✳ P❤②s✳✱ ✸✻✱ ❘✶✷✼✕❘✶✺✵✳
❬✻❪ ❋✐❡❜✐❣✱ ▼✳ ✭✷✵✵✺✮ ❘❡✈✐✈❛❧ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡✛❡❝t✳ ❏✳ P❤②s✳ ❉✿ ❆♣♣❧✳ P❤②s✳✱ ✸✽✱ ❘✶✷✸✳
❬✼❪ P♦♣♣❡✱ ❯✳✱ ❙❝❤✉❜❡rt✱ ❏✳✱ ❆r♦♥s✱ ❘✳✱ ❊✈❡rs✱ ❲✳✱ ❋r❡✐❜✉r❣✱ ❈✳✱ ❘❡✐❝❤❡rt✱ ❲✳✱ ❙❝❤♠✐❞t✱ ❑✳✱
❙②❜❡rt③✱ ❲✳✱ ❛♥❞ ❯r❜❛♥✱ ❑✳ ✭✶✾✽✽✮ ❉✐r❡❝t ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ t❤✐♥
✜❧♠s ♦❢ ❨❇❛2❈✉3❖7 ❜② ❤✐❣❤✲♣r❡ss✉r❡ ♦①②❣❡♥ s♣✉tt❡r✐♥❣✳ ❙♦❧✐❞ ❙t❛t❡ ❈♦♠♠✉♥✳✱ ✻✻✱ ✻✻✶ ✕
✻✻✺✳
❬✽❪ P❡tr❛r✉✱ ❆✳✱ ❑♦❤❧st❡❞t✱ ❍✳✱ P♦♣♣❡✱ ❯✳✱ ❲❛s❡r✱ ❘✳✱ ❙♦❧❜❛❝❤✱ ❆✳✱ ❑❧❡♠r❛❞t✱ ❯✳✱ ❙❝❤✉❜❡rt✱
❏✳✱ ❩❛♥❞❡r✱ ❲✳✱ ❛♥❞ P❡rts❡✈✱ ◆✳ ❆✳ ✭✷✵✵✽✮ ❲❡❞❣❡❧✐❦❡ ✉❧tr❛t❤✐♥ ❡♣✐t❛①✐❛❧ ❇❛❚✐❖3 ✜❧♠s ❢♦r
st✉❞✐❡s ♦❢ s❝❛❧✐♥❣ ❡✛❡❝ts ✐♥ ❢❡rr♦❡❧❡❝tr✐❝s✳ ❆♣♣❧✳ P❤②s✳ ▲❡tt✳✱ ✾✸✳
❬✾❪ ❇r❛♥❞t✱ ▼✳✱ ❋r❡♥③❡❧✱ ❍✳✱ ❍♦❝❤♠✉t❤✱ ❍✳✱ ▲♦r❡♥③✱ ▼✳✱ ●r✉♥❞♠❛♥♥✱ ▼✳✱ ❛♥❞ ❙❝❤✉❜❡rt✱ ❏✳
✭✷✵✵✾✮ ❋❡rr♦❡❧❡❝tr✐❝ t❤✐♥ ✜❧♠ ✜❡❧❞✲❡✛❡❝t tr❛♥s✐st♦rs ❜❛s❡❞ ♦♥ ❩♥❖✴❇❛❚✐❖3 ❤❡t❡r♦str✉❝✲
t✉r❡s✳ ❏✳ ❱❛❝✳ ❙❝✐✳ ❚❡❝❤♥♦❧✳✱ ✷✼✱ ✶✼✽✾✕✶✼✾✸✳
❬✶✵❪ ❙❝❤❧♦♠✱ ❉✳ ●✳✱ ❈❤❡♥✱ ▲✳✲◗✳✱ P❛♥✱ ❳✳✱ ❙❝❤♠❡❤❧✱ ❆✳✱ ❛♥❞ ❩✉r❜✉❝❤❡♥✱ ▼✳ ❆✳ ✭✷✵✵✽✮ ❆ t❤✐♥
✜❧♠ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ✐♥t♦ ♦①✐❞❡s✳ ❏✳ ❆♠✳ ❈❡r❛♠✳ ❙♦❝✳✱ ✾✶✱ ✷✹✷✾✕✷✹✺✹✳
❬✶✶❪ ❘❡②r❡♥✱ ◆✳✱ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✼✮ ❙✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ✐♥t❡r❢❛❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥s✉❧❛t✐♥❣ ♦①✐❞❡s✳ ❙❝✐❡♥❝❡✱
✸✶✼✱ ✶✶✾✻✕✶✶✾✾✳
❬✶✷❪ ❇r✐♥❦♠❛♥✱ ❆✳✱ ❍✉✐❥❜❡♥✱ ▼✳✱ ✈❛♥ ❩❛❧❦✱ ▼✳✱ ❍✉✐❥❜❡♥✱ ❏✳✱ ❩❡✐t❧❡r✱ ❯✳✱ ▼❛❛♥✱ ❏✳ ❈✳✱ ✈❛♥ ❞❡r
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❩✳ ✭✷✵✵✹✮ ❙♣✐♥✲❣❧❛ss✲❧✐❦❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❛♥❞ ♣♦s✐t✐✈❡ ♠❛❣♥❡t♦r❡s✐st❛♥❝❡ ✐♥ ♦①②❣❡♥ ❞❡✜❝✐❡♥t
▲❛2/3❈❛1/3▼♥❖3−δ t❤✐♥ ✜❧♠s✳ ❈❤✐♥❡s❡ P❤②s✳✱ ✶✸✱ ✼✽✸✕✼✽✽✳
❬✶✶✶❪ ❈❤✐❡♥✱ ❈✳ ▲✳✱ ❳✐❛♦✱ ❏✳ ◗✳✱ ❛♥❞ ❏✐❛♥❣✱ ❏✳ ❙✳ ✭✶✾✾✸✮ ●✐❛♥t ♥❡❣❛t✐✈❡ ♠❛❣♥❡t♦r❡s✐st❛♥❝❡ ✐♥
❣r❛♥✉❧❛r ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ s②st❡♠s ✭✐♥✈✐t❡❞✮✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❆♣♣❧✐❡❞ P❤②s✐❝s✱ ✼✸✱ ✺✸✵✾✕✺✸✶✹✳
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❬✶✶✸❪ ▼❛❞❤✉❦❛r✱ ❙✳✱ ❆❣❣❛r✇❛❧✱ ❙✳✱ ❉❤♦t❡✱ ❆✳ ▼✳✱ ❘❛♠❡s❤✱ ❘✳✱ ❑r✐s❤♥❛♥✱ ❆✳✱ ❑❡❡❜❧❡✱ ❉✳✱
❛♥❞ P♦✐♥❞❡①t❡r✱ ❊✳ ✭✶✾✾✼✮ ❊✛❡❝t ♦❢ ♦①②❣❡♥ st♦✐❝❤✐♦♠❡tr② ♦♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢
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❬✶✶✺❪ ❆❜❜❛t❡✱ ▼✳✱ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✷✮ ❈♦♥tr♦❧❧❡❞✲✈❛❧❡♥❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ▲❛1−x❙rx❋❡❖3 ❛♥❞
▲❛1−x❙rx▼♥❖3 st✉❞✐❡❞ ❜② s♦❢t✲①✲r❛② ❛❜s♦r♣t✐♦♥ s♣❡❝tr♦s❝♦♣②✳ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❇ ✱ ✹✻✱ ✹✺✶✶✕
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❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣♠❡♥ts
❚❤✐s ✇♦r❦ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❤❡❧♣ ❛♥❞ s✉♣♣♦rt ♦❢ ♥✉♠❡r♦✉s ♣❡♦♣❧❡✳ ■
✇❛♥t t♦ t❤❛♥❦ ❡✈❡r②♦♥❡✱ ✇❤♦ ❤❛s ❝♦♥tr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤✐s ✇♦r❦✿
Pr♦❢✳ ❉r✳ ❚❤♦♠❛s ❇rü❝❦❡❧ ❢♦r ♦✛❡r✐♥❣ ♠❡ t❤❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② t♦ ✇♦r❦ ✐♥ t❤✐s ✈❡r② ✐♥t❡r❡st✐♥❣
✜❡❧❞ ❛♥❞ ❢♦r s✉♣♣♦rt✐♥❣ ♠❡ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ t✐♠❡✳ ■ ✇❛♥t t♦ t❤❛♥❦ ❤✐♠ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❢♦r ❡♥❛❜❧✐♥❣
♠❡ t♦ ✇♦r❦ ❛t t❤❡ ❆P❙ ❢♦r ♦♥❡ ②❡❛r✳ ❇② t❤✐s✱ ■ ❤❛❞ t❤❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② t♦ ❣❡t t♦ ❦♥♦✇ ❛ ❜r♦❛❞
s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✉r✐♥❣ t❤✐s ✇♦r❦✳
Pr♦❢✳ ❉r✳ ❯✇❡ ❑❧❡♠r❛❞t ❢♦r ❛❣r❡❡✐♥❣ t♦ t❛❦❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ r❡✈✐s✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✳
❏ör❣ ❱♦✐❣t ❢♦r t❤❡ ❣r❡❛t s✉♣♣♦rt ✐♥ ❡✈❡r② ♣❛rt ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ❨♦✉r ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠❡♥t♦r✐♥❣✱ t❤❡
♥✉♠❡r♦✉s ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ✇✐t❤ ②♦✉✱ ❛♥❞ ②♦✉r ♥❡✇ ✐❞❡❛s r❡❛❧❧② ❜r♦✉❣❤t t❤✐s ✇♦r❦ ❢♦r✇❛r❞✳
❏♦♥❛t❤❛♥ ▲❛♥❣ ❢♦r t❤❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② t♦ ✇♦r❦ ✐♥ ❤✐s ❣r♦✉♣ ❛t t❤❡ ❆P❙ ❢♦r ♦♥❡ ②❡❛r✳
❏♦❤♥ ❋r❡❡❧❛♥❞ ✜rst ♦❢ ❛❧❧ ❢♦r ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ st❛② ❛t ❆P❙ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❇✉t ■ ✇❛♥t t♦ t❤❛♥❦ ②♦✉ ✐♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ s❝✐❡♥t✐✜❝ s✉♣♣♦rt ❛♥❞ ❛❞✈✐❝❡ ❛♥❞ ❢♦r ❡♥❛❜❧✐♥❣ ♠❡ t♦ ❣❡t t♦ ❦♥♦✇ ❛ ❤✉❣❡
✈❛r✐❡t② ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡t❤♦❞s ♥♦t ♦♥❧② ✐♥ ②♦✉r ❣r♦✉♣✳
❚✐✛❛♥② ❙❛♥t♦s ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ t✐♠❡ ❛♥❞ ♣❛t✐❡♥❝❡✱ t❤❛t ②♦✉ ✐♥✈❡st❡❞ ✐♥ ♦✉r ✇♦r❦ ❛t ❈◆▼✱ ❛♥❞ ❢♦r
♦♣❡♥✐♥❣ t❤❡ ❞♦♦rs ❛♥❞ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ♠❡ t♦ ❛❧❧ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐♥ ②♦✉r ❣r♦✉♣✳
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